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Problem des Apollonius 
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Halle, 

Drack und Verlag von H. W. Sclimidt. 
1856. 
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Vorrede. 



Apollonius (um 247 v.Chr.) ist der älteste matliema- 
tische SchriFtsteller, welcher die Aufgabe, Kreise zu he-: 
schreiben, von welchen drei gegebene Kreise (Gerade oder 
Punkte) zugleich berührt werden, in einer besonderen, zwei 
Bücher umfassenden Schrift ausführlich behandelt hat. Wenn 
diese Arbeit leider verloren gegangen ist, so hat man sie 
doch nach Anleitung der Angaben, welche Pappus (zu Ende 
des vierten Jahrh, n. Chr.) in Betreff der dabei von Apollo- 
nius benutzten Satze uns aufliewahrte, wieder herzustellen 
versucht, zuerst Vieta (I54Q — 1603) in seinem Apollonius 
Gallus. Durch diese Untersuchungen ist es wahrscheinlich 
geworden, dass Apollonius von der Betrachtung der beson- 
deren Fälle, in welchen einer oder mehrere Kreise der 
allgemeinen Aufgabe, die drei Kreise voraussetzt, durch Ge- 
rade oder Punkte ersetzt werden, zur Erörterung des all- 
gemeinen Falles fortschritt. Die Entwickelungen der neue- 
ren Geometrie setzen uns in den Stand, sofort lür den 
allgemeinen Fall Lösungen zu linden, welche, vorzugsweise 
auf die Eigenschaften etlicher für die Kreislehre sehr wich- 
tiger geometrischer Oerter gegründet, an Eleganz Nichts zu 
wünschen übrig lassen. Die Schriftsteller scheinen indess 
einen Fall unberücksichtigt gelassen zu haben, der gleich- 
wohl eine besondere Berücksichtigung verdient, nämlich den, 
in welchem die Mittelpunkte der gegebenen Kreise derselben 
Geraden angehören. Um eine auch für diesen Fall göltige 
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Auflösung hin KU sf eilen, wird es nöthig, die Theorie der so- 
genannten Poleii/.linie zu erweitern. Beide Lücken will die 
vorliegende SctirifL ausfüllen. Zu dem Ende ist in die vor- 
bereitenden Betrachtungen neben den Theorien der oben 
angedeuteten geometrischen Oerter diejenige des „zweiten 
Potenzortes," welchem in Grunerl's Archiv unter der 
Bezeichnung „Linie äquidiffercnter Potenzen" ein Aufsatz von 
Dr. Rösters gewidmet ist, aufgenommen und mit der des 
.„ersten Potenzortes" (Potenzlinie) verknüpft worden. 
Zur passenden Bezeichnung und Unterscheidung dieser bei- 
den Oerter habe ich mir die eben angeführten Benennungen 
anzuwenden erlaubt, weil sie von den bisherigen nicht we- 
sentlich abweichen und für jenen Ort einen kürzeren Namen 
gewähren. An die Herleilung der Auflösungen der allge- 
meinen Aufgabe, für alle Lagen der gegebenen Kreise, sind 
sodann, um dieselben auch auf solche Fälle anwenden zu 
können, in welchen von den gegebenen Kreisen einer oder 
mehrere durch Gerade oder Punkte ersetzt werden, Grenz- 
betrachtungen über die zur Construction nothwendigen Ele- 
mente angeschlossen worden, welche ganz abgesehen von 
den aus ihnen resultirenden Ergebnissen wohl geeignet sein 
möchten, dem Anfänger den Weg zu zeigen, welcher bei 
anderen ähnlichen Untersuchungen einzuschlagen ist. Den 
Schluss biblel die Bestimmung derjenigen sechs Kreise, von 
welchen jeder vier von den acht Berührungskreisen der drei 
gegebenen Kreise berührt, eine Betrachtung, welche theils 
zu lehrreichen Recapitulationen Veranlassung giebt, theils 
eine interessante Anwendung der ersten von den mitge- 
theilten Auflösungen des Problems darbietet. 
Erfurt, im Februar 1856. 

Der Verfasser. 
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8.1. 

Die Potenzörter. 

Wenn zwei Kreise, wie M^ und if^ in Fig. 1., in zwei Punk- 
ten ß| und Bi sich schneiden, so geht durch diese hindurch ihre 
gemeinschaftliche Sehne BiBz, auf welcher ihre Centrale iWjJtfj, 
wie sich durch Congrunnz der Dreiecke leicht nachweisen lässt, in 
D, dem Durchschnittspunkt beider, senkrecht steht; und zugleich 
ist dieser Durchschnitt D der Halbintngspuukt der Sehne BiB^. 

Zieht man nun die Geraden BiM, und B,M2, so ist: 

B,D^ = ^,ßi^ — it/,i)'=¥,Bj»— ^üfl* (pj thag. Lehrs.) 
oder, wenn man M^D^ und Mjßi' Iranspoiiirt : 

d. h. wenn M^B^ und MiB, bezüglich mit Bi und ßj bezeichnet 
werden: ü) ^,fl' — Mj»' = B,»— ßj^. 

Diese Gleichung lässt sich auch, wenn man die DifTerenz der 
Quadrate auf der einen, wie auf der anderen Seite durch das 
Product der Summe und Differenz der Seiten ersetzt und berück- 
^chligt, dass -WiD + jJfjD = )lfjfl/j ist, in folgende Fonn bringen: 
(2) M^Mz . [MiD —M^D) = {R^ +J(j) . R, — B^). 
Die hierin enthaltene Beziehung kann man benutzen zur an- 
derweitigen Construction des Punktes D. Zieht man nämlich durch 
Mi den Durchmesser EjE, |lB,jtf2 mid durch B, die Gerade 
BfFWMiM, und bezeichnet durch H den Durchschnitt von E^E^ 
mit B^F, so besteben folgende Beziehungen: 

^ff = M.ßa +MJ{= il/,E2 + iI/jBi = R, + R^, 
EiH = MiEi—M^U^ MiEi — M^Bi^Ri — R^, 
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ferner liat man nach einem bekannten Satze ilor Kreislehre : 

EzH.E,H= HBt.HF, 
d. li. wegen der vorstehenden Werthe: 

(3) (ßi+B,).(Bi — Bj) = M,Mj.HF, 
eine Relation, deren Vergleicliung mit (2) zu der Folgerung fülirt, 
dass HF= MiD — M^D sein muss. 

Ausserdem ist ersichtlich, dass, wenn man von M^ auf ß|F 
dasLothMi^Mt, dieses die Sehne ßjFin Ähalbirt und ?£■= J/,ß 
macht. Man könnte also durch Abtragung der Länge FK von Mi 
aus nach M^ hin den Punkt D finden. 

Wenn auch die eben angestellte Betrachtung müssig ersclieint, 
wie sie in der That füi- den vorliegenden Fall weitläufig und ziem- 
lich nutzlos ist, so hat sie doch des Folgenden wegen entschiedene 
Wichtigkeit. 

Vorläufig aber verweilen wir noch einen Augenblick bei der 
gemeinschaftlichen Sehne B^B^. 

In der Gleichung (1) ist enthalten: 

KtebrsiitK 1. Die gemdnschafilkke Sehne zweier sich schnei- 
denden Kreise Iheill die Centrate so in zwei Abschnille, dass die Vif- 
fereni der Quadrate derselben der Differenz der QtiadraK der Radien 
gleich ist. 

Durch Verlängerung der Sehne ßjBj erhält man in der un- 
begrenzten Geraden GiG^ die gemeinschaftliche Sekante der beiden 
Kreise Mi «nd M^ ; wenn man auf dieser einen beliebigen Punkt 
durch P bezeichnet und denselben mit M^ und M^ verbindet, so 
hat man: FD'^ = M,P'' — M,D^ = M^P'^ — M^D^ 
und folgüch auch: MiP-'—M^P^^ MiD'^—M^D'', 
wodurch wir in Verbindung mit Gl. (i) zu 

(4) MtP-' — MiP^ = ßi^— RjS gelangen. 

Diese Gleichung giebt: 

XiehrsatK 2. Jeder Punkt auf der gemeinschaßlichen Sekante 
zweier sich schneidenden Kreise hat die Eigenschaft, dass die Diffe- 
renz der Quadrate seiner Yerbindungsgeraden mit den Mittelpunkten 
der Kreise gleich ist der Differenz der Quadrate der Radien. 

Wenden wir uns jetzt zur Betrachtung zweier Kreise Mi 
und M2 , welche sich nicht schneiden , wie in Fig. 2. und 3. , so 
existirt auch bei ihnen tmtz des Mangels an Durchschnitten eine 
Gerade, welche mit der im obigen Lehrsatz ausgesprochenen Eigen- 
schaft ausgestattet ist. Um dieselbe aufzufinden, bedienen wir uns 
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der Constructioii , welche wir oben auf Gl. (2) fussend angegebon 
haben, indem wir sie der veränderten Lage angemessen modiß- 
ciren. Dann stellt sie sich fo^endermassen dar. Wir ziehen die 
Centrale UtM^ ^"^^ darauf senkrecht die Radien M±E^ (verlängert 
bis Ei) und jWjßg, die mithin auch zu einander parallel sind, 
und legen, da hier die Endpunkte der Radien £] und £3 ver- 
schiedenen Kreisen angehören , einen Kreis durch E^ , E^ und Eg 
(früher auf dem Kreise M, liegend). Dies geschieht durch Ver- 
bindung von £1 mit E3, Halbu-ung von £j^ in I und En'iclitung 
des Lothes LM auf -Eißj in L; dann ist M der Mittelpunkt dieses 
Kreises. Beschreibt mau denselben mit M£i, zieht E^Fl\ M^Mi, 
EiE^ in H schneidend, Mt MKA.EaF, verbindet Mi mit F und 
zieht noch KD |{ FM, , so ist D der Punkt , in welchem die oben 
angedeutete Gerade G,G^ auf M,M^ senkrecht steht. 

Das Stattlinden der Gl. (3) beweist man aus dieser Con- 
struction ganz wie früher; nach ihr ist also: 

MiM^.HF= ii(i + BO(jfi— ßj- 
Ferner ist: HF=FK~HK= MiD — HK^MyD — MiM; ausser- 
dem überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit folgender Glei- 
chungen: jH,I>=re, FK=Ei^K, EiK=M.Jl, 
woraus sich ergiebl; 

(5) Af,D = JH2Jtf oder JJf,M— ifjD. 
Hierdurch verwandelt sich der obige Werth vonflF in i/,ß— JtfjO 
und die Einsetzung desselben in die Productengleichung bringt 
genau die Gl. (2) hervor, die selbst nur eine Umformung von (1) 
ist. Die Gl. (1) und in Folge dessen auch die Gl (4) bestehen 
folghch für die eben construirte Gerade G(Gi bei zwei sich nicht 
schneidenden Kreisen Mi und M^ ebenfalls. Der gegebene Heweis 
weicht in Fig. 3. nur dadurch ah, dass die Centrale iMiMj = 
MtD — MjD, dagegen HF=FK+HK ist. 

Aus der eben vollendeten Retrachtung können wir übrigens 
eine einfachere Construction des Punktes D entnehmen; denn so- 
bald M gefunden ist, darf nur noch M^D = M^M gemacht werden. 
Der Uebergang aus der Lage der Kreise in Fig. 1., wo sie 
sich schneiden , zu der in Fig. 2. , wo sie ausser einander hegen, 
geschieht dadurch, dass wir den Kr. i/j ailmähhch nach rechts 
fortrücken lassen; hierbei stellt sich als eine bemerkenswerthe 
Zwischenlage diejenige heraus, in welcher die Kreise sich (von 
aussen) berühren (vergi. Fig. 4.). Dann ist die gemeinscliaftüche 

l* 
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Sekante in die gemeinscliaftliclie Tangente übergegangen, welche 
augenscheinlich die in Lehrsatz 1. und 2. ausgesprochenen Eigen- 
schaften ebenfalls besitzt. Will man aber aus der Lage der Kreise 
in Fig. 1. zu der in Fig. S., wo der Kr. Af^ innerhalb des Kr, JW, 
liegt, übergehen, so muss man deu Kr, itf, nach links forlschiehen 
und auch hier den Grenzfall überschreiten, in welchem die Kreise 
sich berühren (aber von innen). Auch alsdann ist die gemein- 
schaftliche Sekante in die Tangente verwandelt, wiederum mit Bei- 
behaltung der schon oft envahnten Eigenschaften. 

Da folglich die Gerade GiGj, hei allen nur m5gUchen Lagen 
der beiden Kreise J/j und Äfj sich mit der in Lehrs. 2. niederge- 
legten Eigenschaft ausgestattet zeigt, so wollen wir ilir für alle 
Fälle den Namen erster Potenzort der beiden Kreise 
beilegett (Potenzlinie, Linie der gleichen Potenzen, Chordale, axe 
radical), Dei-selbe belindet sicli, wie man leicht aus der Gl. (1) 
folgert, wenn die Kreise ausser einander liegen, zwischen densel- 
ben und zwai' dem Mittelpunkt des kleineren, so wie der Peripherie 
des grösseren näher; wenn von den Kreisen abei- eüier vom andern 
eingeschlossen wird, ausserhalb derselben auf derjenigen Seite vom 
Mittelpunkt des grösseren, auf welcher der des Idcineren sich befindet. 
Wie hei zwei parallelen Geraden der Durchschnitt derselben 
dem Bereich des Endliclicn entrückt ist, so lallt auch der erste 
Potenzort zweier Kieise in das Gebiet der UnendUchkeit , sobald 
Ihre Peripherien parallel, d. h. die Kreise concentriscli sind. Dies 
zeigt auch unsere Construction, auf diesen Fall angewandt, dadurch 
an, dass sie verlangt, durch drei in einer Geraden liegende Punkte 
einen Kreis zu legen, als welclier nur die Gende selbst angesehen 
werden kann. In der That, denken wir uns in Fig. 3. den Kreis 
Ml nach links allmählig fortgerückt, bis sein Hittelpunkt mit J/| 
zusammenßUt , so entfernt sich der erste Potenzort immer mehr, 
da MiD — M2D immer kleiner, Jtf(D+itfjD aber immer grösser 
wird. Im Moment des Zusammenfalle ns von Mj mit M^ ist fiiGj 
im Unendlichen und erscheint, sobald M2 noch über Mi hinaus 
nach links weiter geht , auf der anderen Seite der Kreise wieder 
im EndUchen, wie denn ein solches Hinüberspringcn eines Gebildes 
von einer Seile zur anderen stets durch die Unendlichkeit vermit- 
telt wird. 

Die in Lehrsatz 2. enthaltene Eigenschaft können wir jetzt so 
ausdrücken : 
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Kehrsalz 3. Die Differenz der Quadrate Üer Verbindungs- 
geraden irgend eines Punktes auf dem erste» Potemorle zweier Kreise 
mit dtn l^iUelpitnklen derselben ist gleich der Differenz der Quadrate 
der Radien, 

Wir wollen jetzt tlea bei iler Constructioa des Punktes D in 
Fig. 2. und 3. benutzten Punkt M noch näher in Betracht ziehen. 
Setzt man nämlich die in (5) slehendeu Wertlie in Gleichung (1) 
ein, so ergiebl sich: 

«iM*— JtfiJH» = Jf,' — Jtj2, oder auch: 

Errichtet man nun in Fig. 5. in il auf jtf,j»/j eine Gerade 
gt9i senkrecht, so wird man, wenn man einen beliehigen Punkt 
p derselben mit Jtf, und Af^ verbindet, auf dieselbe Weise, wie 
oben von Gleichung (1) zu (4) fortgeschritten wurde , von (6) 
übergehen können zu: 

(7) pW,'— jJJWi* = — (ß,5 — flj2) oder pjWj'^— pitf,' = Bi2_j)^j, 
Diese Gleichung ist der Gl. (3) ganz analog und enthält eine durch 
die Radien der Kreise Afi und M, ausgedrückte Eigenschaft einer 
G«raden, welclier wu- dieser Analogie wegen den Namen zweiter 
Potenzoit dei Kieise M^ und ü/j gehen (Linie äquidifferenter 
Potenzen m Giunerts Archiv Tld. XIS.). Vermöge dieser Fest- 
ijtellung erhalten wn 

IjetaKsatx 4. Die Differenz der Quadrate der Terbindungs- 
geraden irgend eines Punktes auf dem zweiten Polenzorte ttceier Kreise 
mtl den AlMelpunlten derselben ist gleich der negativen Differenz der 
Quadrate der Radien 

Was die Lage dieser Geraden zu den Kreisen beü'ifll, so ist 
dieselbe in Fig. 5. Sekante des Kreises A/i, luckt man aber den 
Kr. Jlifj aus seiner Lage nach rechts foit, &o naherl sie sich der 
Peripherie des ersteren und wii'd Tangente an denselben, sobald 
der Abstand XY der nächsten Durclischnittspunkte dei Pertpherieei) 
mit der Centrale den Werth 

V2ß,* — ß^ — Bi anmmmt 
Denn liegt, wie in Fig. 6., M auf dei Pciipbeiie des Kreises Jtf(, 
so hat man MEt ^ Mßj, wenn E^ und £3 die iiuhere Bedeutung 
behalten; ferner ist: MMj^ = EgM^—EiM^^ ilso auch: 

AfMi^ = E,SP — Ri'i 
d. h. weil Eim = Jtf, iW^ + 3/i Ej ^ =2ß,- ibl 



yGoosle 



BerücksichligL man nun, dass Mr = J»Wj— FMi = W/j — Ri ist 
so ergiebt sich der obenstellende Werlh: 

(8) MV = ^2R,^ — Ri^ — If,. 
Besclirei))t man daher über ME^ einen Ilaibkreis, so ist die 
Sehne MZ = E^Z der Hälfte desselben dem Halbmesser Rj gleicli 
und man kann also, wenn der Kreis ifj nnd der Punkt JB gegeben 
ist, leicht den Halbmesser flj des Kreises Mi linden; man darf nui- 
MjEf J-MMi ziehen, M mit Ej verbinden, über ME^ einen Halb- 
kreis beschreiben, denaelben in Z balbh-en mid MZ ziehen, so ist 
MZ der gesuclite Halbmesser. 

Rückt man den Kr. ifj weiter nach rechts, so schneidet der 
zweite Potenzort den Kreis K, nicht mehr, sondern entfernt sich 
von ihm weiter und weiter (vergl. Fig. 7.). 

Jetzt möge der Kr. Mi aus seiner Lage in llg. 5. nacli hnks 
wandern; dasselbe thut dann auch der zweite Polenzort. Er geht 
durch den Mittelpunkt des Kr. Mi , sobald die gemeinschailliche 
Sehne der nunmehr sich schneidenden Kreise den Mittelpunkt M^ 
Irifft (vergi. Fig. 8.) ; hierauf rückt er weiter nach links. Fallen 
endlich die Mittelpunkte der Kreise zusammen, so ist, wie der 
erste, auch der zweite Potenzort im Unendlichen verschwunden, 
beide jedoch auf verschiedenen Seiten. Bei einer gewissen Lage der 
Kreise ist vor seinem Verschwinden im Unendlichen der zweite Po- 
tenzoi-t Tangente des Kreises JHj im Punkte M (Fig. 9.) gewesen, 
nämlich damals, als das Stück MY wieder den in i8) enthaltenen 
Werth liatte, wie eine der oben mitgetheilten entsprechende Be- 
tiachtung an Fig. 9. sofort ergiebt 

Die gegenseitige Lage beider PolenzÖrter ist durch Gl. (5) 
festgestellt; diese Bestimmui^ lässt sich indess noch etwas anders 
ausdrücken,. 

Bezeichnet nämlich (Fig. 2.) die Mitte von MiM^, so folgt 
aus (5), dass auch (9) OM=OD sem muss. 

Kennt man also D den Hauptpunkt des ersten und M den 
Hauptpunkt des zweiten Potenzortes, so hat man: 

üeltrsatK 5. Der tlauplpunhi des ersten Polensorles ist vom 
MiUelpunkl des einen Kreises ebenso weil enlfernl, als der Haupl- 
punhl des iweilen PoUnzorles vom Millelpunhl des anderen Kreises ; 
oder auch: 

Die Bauplpunkte des ersten und iwetlen Polensorles sind vom, 
Halbirungspwnhl der Centrale gleich weit entfernt. 
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S. ä. 

Eigenschaften der Fotenzörter. 

Von jedem Punkt auf dem ersten Potenzort zweier sich 
niclit schneidenden Kreise kann man au jeden derselben eine 
Tangente ziehen; bei zwei sich schneidenden Ereiseu geht dies nicht 
an von den auf ihrer gemeinscliaftUchen Seime befmdlichen Punk- 
ten aus. Sind nun (Fig. 1. 2. 3.) PTt und PT^ zwei solche und 
man verbindet Jj mit Mi und T^ mit M^ , so hat man : 

PTi' = MiP=—MiTi^ und Pr/ = J/iP — Mj^a' oder: 
Prj* = MtP* — itj» und 

woraus durch Addition hervorgeht: 

PTjHMjP* — /{2^= Pr,H'tf|P^— Bi* «der 
PTi^+ ßi*— Jti^^Pfj' + MiP^ — M^P^. 
Vermöge der Gl. (4) folgt aber Iiieraus, dass 
PTi' = PTt^ oder 
(10) PTi =PTt ist, d.h.: 
T:iehr8at« 6, Jeder Panht auf dem ersten FotensoHe aweier 
Kreüe, von welchem sieh überhaupt Tangenten an dieselben siehen 
lassen, hat die Eigenschaft, dass die Tangenten von ihm an die 
Kreise gleich sind. 

Wir fragen hier, ob nicht etwas Aehnliches von den auf der 
gemeinschaftlichen Sehne zweier sich schneidenden Kreise liegenden 
Pimkten gesagt werden kann. Ist beispielsweise P' in Fig. 10. ein 
solcher Punkt und man zieht P'Jtfj und P'Mj, so besteht nach (4) 
die Gleichung: M,P'^—MiP" = Ri^~Ri\ 

Enichtet man nun P'S^ A-P'Mi und FS, X P'jWi und zieht 
SiMi, sowie S^Mj, so hat man weiter: 

P'Si' = MiSi^ — M^P'^ und P'5j* = MiS^* — M^P'* oder 
P'Si» = R,2— jtf.P'^ und 
Äj,* — MiP'»=P'S,^ 
Die Addition der beiden letzten Gleichungen giebt: 

P'Si^ + ßi* —M^P'^ = P'Si^+Ri'^—M,P'^ oder 
FSi'+JM'iP'* — MiP'»= FSi^R/— J'^^ 
woraus man mit Hülfe der vorher angeführten Relation schliessl, dass 
P%^ = FS-i'' oder 
(11) P'Si = P% ist. 
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Die in dieser Gleichung stehenden Gevadun sind aber offen- 
bar die Hälften derJGU^en Kreissehnen, auf welchen AfjP' und M^P' 
senkrecht stehen, d. h, der kürzesten Sehnen, welche in jedem der 
Kreise M, und M, durch P' gezogen werden können; folglich lau- 
tet die dem Lehrsatz 6. analoge Eigenschaft: 

liehrRatK 7. Jeder auf dem ersten Polmzorte zweier Kreise, 
die sich schneiden , innerhalb derselben liegende Pankt hat die Eigen- 
schaft, dass die durch ihn gehenden kürxcslen Sehnen beider Kreise 
gleich sind. 

Denkt man sich jetzt in Fig. 1. 2. 3. um P mit PT, einen 
Kreis beschrieben , so ist der Radius desselben Tangente an den 
Kr. Ml und umgekehrt der Radius MiTi des Kreises Mi an den 
Kr. P\ da man in diesem Falle von den beiden Kr. M^ und P 
sagt, dass sie sich rechlwinldig schneiden und dieselbe Beziehung 
wegen PT, = PTj ofl'enbar zwischen den Kreisen P und Mj be- 
steht, so erhält man: 

Iiehrialz 8. Jeder Punkt auf dem erslen PolemoHe zweier 
Kreise, ausserhalb derselben ießndlich, ist MHtetp\tnkt eines Kreises, 
welcher die crsleren rechlwinldig sehneidel. 

Ferner tritft ein Kreis, aus P' in Fig. 10. mit P'S^ beschrie- 
ben, auf dem Kr. Mi noch einen zweiten Punkt S' und auf dem 
Kr. jtf, einen Punkt S" so, dass S,S' und SjS" Durchmesser des 
Kreises P' sind. Well man nun von zwei solchen Kreisen sagt, 
dass der eine M^ oder M^ den anderen P' im Durchmesser 
schneidet, so führt dies zu 

IjehraatK 9. Jeder Punkt auf dem ersten Folenzorte zweier 
sieh schneidenden Kreise, innerhalb derselben gelegen, ist Mittelpunkt 
eines Kreises, welcher von jedem der ersleren im Durchmesser gt- 
schnilten wird. 

Wir wollen jetzt die den eben vom ersten Potenzorte ange- 
führten Eigenschaften entsprechenden für den zweiten Potenzort 
aufsuchen. Hat man in Fig. 11. auf die gewöhnliche Welse den 
Punkt M und somit g^g^ gefunden und beschreibt aus ihm den 
Kreis mit MEi = MB^, so geht dieser aucli durch die Punkte ^ und 
Et auf den Verlängerungen der Radien JJfjBi und MiE^. Dieser 
Kreis schneidet also die gegebenen Mj und Mi im Durchmesser. 
Trifft nun derselbe die Centrale MiM^ in Ci und Ci und man ver- 
bindet einen beliebigen Punkt p auf gi^j mit C^ und C,, so Ist 
pCj =pCt, da MCt =MCi ist, und man kann daher aus p einen 
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durch C, und Cj gehenden Kreis heschreiben; derselhe möge den 
Kreis M, in V, und Fj schneiden, fianii hat man, wenn p und 
Mi mit V, und Fj verhundeii werden: 
pF, = pC, , 
pC,» = Mp^4-#C,^ MCi=MEi mid 

woraus durch Substitution sich ergiebt: 

pF,» = Mp' + iM',M^ + R,», d.h. weil 
Mp* = M,p» — M,M» ist, 
plV= M,p» + B,^=<=itf,pHM,F,^. 
Die letzte Beziehung lehit 1 i,/ )/, Fj ein lechtei Win 
hellst und da dasselbe eben'.o von Z_pM,Vi sich zugen lasst 
so eihellt dass F, 1/ Fj enie terade ilso IjTa em Dunhme sei 
des kieiSLs M, ist Wed ■diei m Bezig auf den kieis M lilen 
har derselbe Bc«eis gtlührt werden kam so tolot hieiais 

IietarsatK )0 Jeäer Pmll a f dem xi eilen Polen orte 
-we er kreise is( 31 tleliunkt et e hieises i dcl er j ne Dur h 
mesiet schneidet 

Ohne Schwier j,keit kann imii nachweisen dass dem den 
Lehisdlzen 3 — 10 ausgesj roclienen Eigenschaften Ton kemem an 
deren Punkte aus<(erlialb des jedesnnbgen Polenzoites getheilt wei 
den deshilh nu sen auch die ümkehruijgen jenei S t^e nchüg 
sem \^ir beben *« i '>«khen nii folgende heivoi 

Ijehrant« II Bu bt Pu. kl m Bfrtug auf iwe* K eise 
die Eigewcltafl dass nch aui ilm ei hreis beschreibe i lust u. t 
eher die gegebenen nltneder recHui t hg sclneidet oder von ihnen 
(in Durcfmesser geech illen wnd so l egt er auf den e sten Polet i 
orle der hi-id n kreise (Umkehiuij, \on Lehr itz 8 und 9) 

IjehriatB 12 Hu ei Pa ki n Beug auf iirei Arese 
die Eigen chaft dass steh aus ilm etn k eit beschieben lassl uel 
eher dte gegebenen i i Dncftmes!« schneidet so Uegl er auf dem 
zwetUn Potemorle di gegebenen kre se (UtnLehiung >on Lehis 10) 
Denkt man sich nun mehi-ere Kreise P, , Pj, P, u. s. w. be- 
schrieben, welche die Kr. Mj und M^ rechtwinklig schneiden, aus 
Punkten des ersten Potenzortes der letzteren, so sclmeidet umge- 
kehrt auch der Ki-eis üf, alle Kreise P, , Pi , P3 u. s. w. recht- 
winldlg und liegt folglich nach Lehrsatz 11. auf dem ersten Potenz- 
orte der Kreise P| , Pj , P3 u. s. w. Dasselbe gilt von M^ ; nuthin 
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haben die rechtwinklig schneidenden Kreise Pj , Pj , P, u. s. w. die 
beliebig verlängerle Centrale MiM^ zum ersten Potenzorte. Also: 

liehraatK 13. Schneiden mehrere Kreise swei andere recht- 
winklig, »0 hahen sie eine und dieselbe Gerade zum ersten Potens- 
orle, welche durch Verlängerung der Centrale der geschnillenen Kreise 
sieh ergiebt; sclmeiden sieh xwei der rechtwinltlig schneidenden Kreise, 
so gehen alle übrigen dieser Kreise ebenfalls durch diese Schnittpunkte. 
Denkt man sich aber aus Punkten des ersten Poteiwortes 
zweier sich schneidenden Kreise #, und Mi solche Kreise F, P", 
P'" U.S.W, gezogen, welche von den ersten im Durchmesser ge- 
schnitten werden , so liegt Mj , weil der Kreis M, alle Kreise P", 
F', F" u, s. w. im Durchmesser schneidet, aul' dem zweiten Po- 
tenzorte der Kreise F, P", F" u. s. w. und , da dasselbe von M^ 
gesagt werden kann, so folgt: 

IiehraatK 14. Werden mehrere Kreise von swei anderen im 
Durchmesser geschnitten, so haben sie eine un(2 dieselbe Gerade zum 
zweiten Polenzorl , nämlich die (beliebig verlängerte) Centrale der 
beiden schneidenden Kreiie. 

Hat inaa (.Fig. 12.) aus P( auf dem ersten Potenzorte der in 
Bi und Bi sich schneidenden Kreise fl/j und M^ mit der Tangente 
PiTi einen rechtwinklig schneidenden Kreis beschiieben, ferner aus 
P' auf derselben Geraden G,G^ mit der halben kleinsten Sehne PSj 
einen im Durchmesser geschnittenen Kreis und endlich aus einem 
beliebigen Punkt m auf MtMf einen Kreis durch Äj und Bi ge- 
zogen, so hat erstens der Kr. M, mit m denselben ersten Po- 
tenzort GiG-i, wie Mf mit Mj, und zweitens bleiben die Radien 
P,ri und FSi der Kreise P, und P' unverändert, wenn man für 
Ml den Kreis m subslituirt. Folglich schneidet, der Kreis m den 
Kreis P, rechtwinklig und den Kreis P' im Durchmesser; dabei ha- 
ben alle Kreise P, , Pj, P, u. s. w. die Gerade M,ilfj zum ersten, 
alte Kreise P', P", P"' u. s- w. dieselbe zum zweiten Potenzort, 
Dai'aus ergiebt sich folgender 

IjehrantK 13. Hai man swei Kreisreihen und eine Gerade, 
welche in Besuj auf die erste Kreisre^e erster und in Beivg auf 
die xweile zweiler Potenzort ist, und besiihreibl einen Kreis aus 
einem Punkt dieser Geraden entweder mit der Tangente an einen 
Kreis der ersten Reihe, oder mit derjenigen Länge, die man erhält, 
wenn man den Punkt mit dem Mittelpunkt eines Kreises der sweilen 
Reihe verWndet, auf dieser Yerbindungsgeraden in diesem Kreise einen 
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(entcecftfm Durchmesser zieht und einen Endpunkt desselben mit dem 
Punkt der Geraden verbindet, so schneidet dieset Kien alle Kreise 
der ersten Reihe reehlKinklig, alle Kreise der zweiten Reihe hin- 
gegen im Durchmesser, 

IS. 

üie Polenzpunlile. 

Wenn drei Kreise Mi, Sl^, M3 gegeljen sind, so gehören zu 
jedem Paare, weldies man aus ilineii bilden kann, zwei Potenz- 
örter; wir bezeichnen die beiden zu den Kreisen -Mj und M^ ge- 
hörigen duich I und 1, so dass I der erste und 1 der zweile ist, 
ebenso die zu den Kreisen Ä/j und Ma gehörigen durch II und 2 
und die der Kreise Mi und J/j durch III und 3. 

Liegen nun die drei Mittelpunkte nicht in einer einzigen Ge- 
raden, so müssen die Pot«nzörter Durchschnitte mit einander bll~ 
den; nennt man P den von I mit 11, so hat man nacli Gl, (i), 
wenn B3 den Radius des Kr. 3/j bezeichnet: 

M^P^ — MiP' = Ri" — ßa', weil P auf I liegt, und 
JW, P* — M3/" = Bj'— K3' , weil P auf II liegt. 
Hieraus folgt aber durch Suhti-action der ersten von der zwei- 
ten Gleichung: 

i/jP*— JHjP^=: Ba»— R,^. 
Das Stattfinden dieser Relation iasst nach der Umkelrung V(ni 
Lehrs. 3. schliessen, dass P sicli auch auf III, dem ersten Potenz- 
orte der Kr. M% und ifj, befinden niuss. Da imn auf dieselbe 
Weise gezeigt werden kann, da.ss die Potenzörter 1, 2, 3 sich 
ehenfalls in demselben Punkte p schneiden, so hat man : 

üetaTflatK 16. Sowohl die drei ersten, ah auch die drei 
zweiten Potensirrter dreier Kreise schneiden sieh in einem, und dem- 
selben Punkte. 

Wir nennen diesen Punkt für die ersten Petenzörter den 
ersten Polenzpunkt (bei Anderen Potenzpunkt, Ghordalpunkt) 
der di'ei Kreise, Er kann innerhalb und ausserhalb liegen, wenn 
sich die Kreise schneiden, liegt hingegen stets ausserhalb, wemi 
nur zwei der Kreise sich nicht schneiden. 
Aus Lehrs. 8. und 9. folgt nun sofort: 

Iiebraatx 17. Der erste Potenipunkl dreier Kreise ist Mit- 
telpunkt eines Kreises, wehhif entweder alle drei Teehtwinklig schnei- 
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det , oder von allen dreien im Durchmesser geschnitlm wird , je 
nachdem er amserhalb oder innerhalb der Kreise liegt. 

Dieser Satz giebt ein Mittel an die Hand, den ersten Poteni- 
ort zweier Kreise, welche sich nicht schneiden, durch gemein- 
schallliche Sekanten zu conslruiren ; wäre derselbe etwa für die 
Kr. lU, und M^ in Fig. 14. zu bestimmen, so darf man nur beide 
mittelst eines Kreises ü/j schneiden und den Durchschnitt P der 
Sekanten BiB^ und B^Bi conslruiren, ferner die Kr, M^ und Mi 
durch einen Kr. M' schneiden und P" durcli Bi'ßj' und H'iB't be- 
stimmen; dann muss sowohl P, als auch P auf dem ersten Po- 
tenzorte der Kr, Mi und M^ liegen, dieser selbst also durch Ver- 
bindung von P mit P" gefunden werden. 

Nennt man ji den zweiten Potenzpunkt der Kr. Mi, 
Mj, M3, so folgt für ihn aus Lehrs.lO: 

Ijehrsati! 18. Der xweile Potempunht dreier Kreise ist Mit- 
telpunkt eines Kreises, welcher jene im Durchmesser schneidet. 

Ausserdem schneiden sich die sechs Potenzörter der drei 
Kreise noch in sechs Punkten, deren jeden wir vermöge der Ge- 
raden, welche sich in ihm treffen, bezeichnen. Man sieht nun aus 
Fig. 13. sofort, dass die Punkte (1,2), P, (1, U),p; ferner (I,3),r, 
(1,111), p; endlich 111,3), P, (2,111), p jedesmal die Ecken emes 
Parallelogramms bilden; weil diese Parallelogramme aber eine ge- 
meinschaftliche Diagonale Pp haben, so kreuzen sich die drei übri- 
gen Diagonalen in dem Haibirungspunkte dieser, so dass also die 
durch die Punkte (I, 2) und (1, II), 
(I, 3) und (1, UI), 
(11, 3) und (2, in) 
gehenden Geraden sich in der Mitte von Pp schneiden. Zugleich 
sieht man ein, dass der Durchschnitt dieser Geraden der Mittel- 
punkt desjenigen Kreises ist, welcher durch die Punkte Mi, JHj, 
ifi sich legen ^sst, wenn man bedenkt, dass die Potenzörter auf 
den Centralen senkrecht stehen und zwei zu einer Centrale gehö- 
rige von deren Haibirungspunkte gleichweit entfernt sind jLehrs. 5.). 
Hieraus ergiebt sich 

Iiehrsa<K 19. Die beiden Polenzpunkte dreier Kreise Hegen 
mit dem Mittelpunkte des durch die Millelpunkle der gegebenen Kreise 
gehenden Kreises in einer und derielben Geraden nnd zwar so, dass 
der erwähnte Mittelpunkt die Entfernung der Potempunkle halbirt. 
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§.4. 

Die Bei'iilu'ungslireise zweier gegebenen Kreise. 

Wir wollen von dem Pmikle P in Fig. 15-, welcher auf »lein 
ersten Potenzorle 6,62 der Kreise Mi imd M^ liegt, an diese die 
Tangenten PTi und PT2 ziehen, Mi mit Tj, sowie Mj mit Tj ver- 
binden, ferner MtTi mit MiT^ zum Durclischnitt bringen, und den 
Punkt nti, welchen wir auf diese Weise erhallen, mit P verbinden- 
Dann ist PT, = PT^ (Luhrs. 6), Pnii = Pm^ und ^ PT,mi = -C PTzm^ 
als rechte Winkel, folgUcli APT,mt SB APT^mt und deshalb OTiTi 
= »j,7'2; mithin kann man ans »»( einen Kreis mit m,T, beschrä- 
beii, welcher den Kreis Mt in Tf und M^ in T^ berülut. Also: 

Iiehrant« 20. Dei- DurchschniU der Radien, welche die 
Mittelpunkte zweier Kreise mit den Berührungspunkten xtceier von 
einem Punkte auf dem, ersten Polensorle der Kreise naeh denselben 
geiogene» Tangenten verbinden, isl Mittelpunkt eines Kreises, welcher 
jeden der erslerert berührt. 

Zwei Kreise können nun von emem dritten erstens beide 
von aussen, oder beide von innen, oder zweitens der eine von aus- 
sen und der andere von innen berührt werden; im ersten Falle 
berülul der drille Kreis die beiden anderen gleichartig, im 
anderen ungleichartig. So berührt in F^. 15. der Kreis m die 
beiden Kreise M, nnd Mj von aussen, mj beide von innen, m^ 
hingegen den Kreis M, von aussen, M, von innen, mj endlich den 
Kreis jtfi von innen unditfj von aussen; daher berühren die Kreise 
m und j»! die gegebenen gleicharlig, »ij und ms aber ungleicli- 
artig. Immer aber besteht der 

IjehraatK 2I< Wenn ein Kreis swei andere berührt, so 
treffen sich die gemeinschaftlichen Tangenten, welche er mit ihnen 
bildet, a-af ihrem ersten Poiensorle (vergl. Lehrs. 16.). 

§.5. 

Die Ä e 1) n li c h k c it s p u n k t e. 

Ist P in Fig. 16. ein Punkt auf dem ersten Potenzorte GiG, 
der Kreise JW, und Mi, so lässt sich aus ihm mit P2',=PT^ ein 
rechtwinklig schneidender Kreis beschreiben (Lehrs. 8.) ; die Sehne 
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T,T2 dessellien möge die Centrale MiM^ in Ä treuen. Verbindet 
man Mj mit Ti und M, ndt Tj, so ist 

Z-M,riP=/-itfjr2p als Ucclite und /Lt^t^P^ ^TiTiP, 
da P1\ = PT^. 
Hieraus folgt durch Subtraclion, dass aucli /-M,T,T,^ = ^M^Tj^Tx 
sein muss ; schneidet nun Tj 1\ die Kreise M, und ifj zum zwei- 
ten Male in Vx und Vi, so hat man weiter, wenn Miü^ und MjUi 
gezogen werden: 

J^MiTiUi = ^MiUiTi und t-MtltV^ = CUfUJ^, 
wodurch man wegen der eben bewiesenen Gleichheit erhält : 
-CMitfiTj = i-Mit-Ji und 

Folglich ist Ml 17, || MjT^ und M,r, ||Mi(/,, weshalb der Punkt Ä 
auch mittelst paralleler Radien sich bestimmen lässt. Man bekommt 
nämlich durch jeden rechtwinklig schneidenden Kreis denselben 
Punkt A auf der Centrale, da sich verhält: 

(12) M,A : M^A = M^Ti : M^V^ d. h. = R^ i Bj 
und diese Proportion von den Bestimmungselementen des recht- 
winklig schneidenden Kreises ganz unabhängig ist. Namentlich gilt 
dies auch von den andern Durclischnitten J\' und T^' des Kreises 
P mit den Kreisen M, und Mj, deren Verbindungsgerade also 
ebenfalls durch A geht. Erinnert man sich nun aus §■*-. dass in 
T, und 3'j, so wie in T/ und J,' ein Kreis die gegebenen Mj und 
Afj gteicharlig berühren kann, so lässt sich das Vorige fassen in 
den 

I^ehmatK 22. Die DeiUhntngssehnen alter Kreise, welche 
äieselben beiden gteicharlig berühren treffen sämmtlich in einem 
Punkte dei Ce l ale dei gegebe en K e se rt-a i len de iislande 
d eses Punktes i h den gegebene» äUttelpw kten stehen im Verhalt 
niss der gegebeten Uadien tn demselben iclmeiden steh auch dte 
fetbmdujgsgeiaden det L dpmhle ghich getichleler parallele) Ra 
dien der gegebenen Krei»e 

Man hat den Punkt J den aussei tn Aehnhthkeits 
punkt der Kreise Jtf] und Jtfj genannt duich denselben müssen 
( ffenbar auch (ht ausserei gememsehaltlichen Tangenten der Kreise 
Ml und Kt gehen da die zu ihnen geh rigen Radier pinlle! sind 
In ihnli htr Wtise wie voibin hat man 

^PT,Mt = ^PTt Vi = B odei 
JLpTiMy = /-PTj'l'i + -^MjliTi. 
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wenn V^ den Kweittjii Durchsclmitt von I'iIV mit iW, bezeichnet; 
subtrahirt man hiervon: 

/_Pr,r,' = /^PT,'Ti, sü liomnit: 

Dabei ist ferner, wenn man Fi, den zweiten Durclisclmilt von 7, 'I\' 
mit dem Kreise M, nennt: 

^M,r, r, = ^MtViTi und 

/-M^T^'V^= t-M^V^Ti, folglich auch: 

/-Jtf, r,T, = Z-MjTjTi oder -^Af,FiT,'= A-.Wj,Ti'r, imd 

Diese Winkelbeziebungcn lehren, dass MiVi \\ Mil\' und 
JH,r, IIjHjFi ist. Trifft jetzt 7',r,' die Centrate M,iH, in J, s» 
verhält sich: 

(13) MyJ-.MiJ = M,F,:jtfjr,' = ß, : flj. 
Folglich werden sich in J alle solche Gerade, wie T^T^' kreuzen. 
Weil aber in T^^\' die Kreise Jlf, und jWj ungleichartig berülnl 
werden können, so hat man 

üehraatK 23. ßie Btrvihrungisehnen aller Kreise, welche 
dieselben beiden ungUicharlig berühren, sehneiden sich säittmüicb, in 
demselben Punhl der Centrale der gegebenen Kreise; die Entfernungen 
dieses Punktes von den gegebenen Mittelpunkten verhallen iich wie 
die gegebenen Radien ; in demselben treffen aneh die Verbindungs- 
geraden der Endpunkte entgegen geiiehleler paralleler Radien der 
gegebenen Kreise zusammen. ( Construclion des Punktes durch 
solche Radien.) 

Den Punkt J nennt man den inneren Aebnlichkeits- 
punkt der Kreise M, luid JH^; hi demselben müssen sich offen- 
bar auch die inneren gemeinscliafllichen Tangenten der Kreise Afj 
nnd M^ begegnen, da die zu ihnen geliörigen Radien die im 
Lehrs. 23, angegebene Beschaffenheit besitzen. 

Durch limkehrung ergiebt sich aus Lehrs, 22, und 23. : 
iJehrsatK 24. Zieht man durch den äusseren {inneren) 
Aehnlichkeitspunkt zweier Kreise eine Transversale durch dieselben, 
so kann in dm Durchschnitten der Transversale , welche nicht zu 
parallelen Radien gehören, ein Kreis die gegebenen gleichartig {un- 
gleichartig) berühren. 

Rückt man den Mittelpunkt des Kreises lUf allmäblig nach 
hnks fort, so überzeugt man sich von der Lage der Äehnlicbkeits- 
punkte bei verschiedenen Lagen der Kreise. Während bei ausser 
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einander liegenden Kreisen der innere Äehnlichkeitspunltt zwischen 
denselben, der äussere ausserhalb auf der Seite des kleineren Krei- 
ses sich befand, so ISlIt der innere bei äusserer Berührung, sowie 

der äussere bei innerer Berührung der Kreise in den Berülffungs- 
punkt und bei ganz in einander liegenden Kreisen Ijefmden sich 
beide Aehnlichkeitspnukte innerhalb derselben. 

§.6. 

Die Aelinlichkeilsgeraden. 

Bei tliei kie'ipi M, Wg Alj m Fi„ 17 gleit es diei aus 
sere und drti innere Äehnlitl kiiKpu ikte 1 eissen d e Radien dei 
Kreise ßj fi, Bj die »usseiei Aehnhthkeit punkte J, I, A^ und 
die inniren /, /j i, so da s Jj uii 1 /, zu dpn Kreiser JW, und 
Afj , Af und /i zu Jjf, und JJfj endhcli 43 \ \ h 7U >/j 1 1 I Mg 
gehören so ist 

(14) MiAi Af,4 = B, ßj J 

(15) M^A^iMiAt = fljifl, j nach Lelirs. 13. 

(16) Ki/i, : MiA^ = R, : ßj ! 
Hieraus folgt durch Zusamnieusetzung : 

(17) M,Ai .MiA^.M^Aj = jtfj^, .M,i,.M,^3. 
Nimmt man nun an , dass M^Mj die Verbindung sgerade von 
Af mit Ä^ in A' schneidet, und zieht jMjiV || M^M^, so verhält sicli 
M,N: M,i' = MiAi : M^A, und 
M^A'-.MfN = M^A^-.MiA^. 
Diese Proportionen liefern zusammengesetzt die neue: 
MjA' : M^A' = üf, 4i . ü/ji, 1 MiA^ . M,A, 
mid daraus ergiebt sich: 

(18) MtAi .M^A^ . M^A' = Mi4, . Mj^ . M^A: 
Die Verbindung von Gl. (17) und (18) führt jetzt zu der 
Proportion : 

M^A^'-M^A' = M,i,;ilf,A' oder 
A'A^ : M^A^ = A'A^ : M^A,, 
welche nur bestehen kann entweder bei der Gleichheit von MiA^ 
und MjAa oder so, dass A'A^ der Null gleich ist; weil aber das 
Erstere nicht stattfindet, sobald üfj von M, verschieden ist, wie 
■ wir voraussetzen, so muss das Letztere dei' Fall sein, d. li. A' muss 
mit At zusammenfallen. IKerdurch haben wir bewiesen, dass Ai, 
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A^ und Ai 



■ einzigen Geraden aiigeliöreii, eine Eigenschaft, die 



als Ergebniäs der Beziehung (17) erscheint*). Nun hat 
Lehrs. 23. noch folgende Proportionen: 

(19) M,/, ; jW,/, = ü, : R^, 

(20) Mik-^ih = B»:fii u"'' 

(21) MjI^-.M.h == H, :ßs. 

Durch Zusammensetzung folgt aus Prep. (14), (20), (21), 
aus (15), (19), (21) und aus (16), (19), (20): 

(22) MtAt . Mj/j . Mj/j = M^ii . MiU ■ ^^h^ 

(23) M,Ai . M,/, . Mth — ^i^i ■ ^ih ■ !^»h und 

(24) M,ij . Mih . Ma/, - M^A^ . M^l, . Mih, 

woraus man ganz wie ohen schÜessen kann, dass A^, /j, /j, fer- 
ner ilj, /,, /, und /I3, /i, /a auf je einer Geraden liegen müssen. 
Also: 

KehrflatK 25. Von dm sechs AehnlühkeiUpunUen dreier 
Ereüe liegen viermal drei in einer Geraden, nämlich ersUns die 
drei äusseren und aasterdem der öMSsere irgend zweier Kreise mit 
den beiden inneren, welche der diille Kreis mil ihnen hildft. 

Man nennt die vorstehend bezeichneten Geraden die vier 
Aehnlichkeitsgeraden der Kreise Mi, Mi, M^ und zwar die 
durch die äusseren Aelmlichkeitspunkte gdiende die äussere, die 
drei äbrigen die inneren; letztere kann man wieder dadurch 
unterschdden, dass man die eine als die innere Aehnhchkeitsgerade 
des äusseren Aehnlichkeitsp unkte s der Kreise M^ und Mj u, s. f. 
bezeichnet. 

Setzt man die Proportionen (19), (20) und (21) zusammen, 
so entsteht die Gleichung: 

(25) ¥1/1 . Mth . Mih = MJi . M1I2 . MJ,. 
Wenn man nun den Durchschnitt von I\Mj und I^M^ mit 
W\ bezeichnet, durch M\ eine Parallele mit MjMj zieht, Mj/i in 
X und Wj/j in ¥ schneidend, und den Durchschnitt von Mi Wi mit 
MgMi vorläufig /' nennt, so finden folgende Proportionen Statt: 



*) Die obige Betradilung enüiäil den Beweis für die Umkehning des allge- 
meinen Satzes aus der Transversalenlheorie : Eine Gerade, welche die drei Seiten 
eines Dreiecks £Cll^eide^ bestimmt auf diesen sechs solctie AhschniUe, dass das Pro- 
dnct ans drei solchen , welche keinen Endpunkt gemein haben , gleich ist dem Pro- 
dwctc aus den drei llbjigcn Abschnitten (Meuelaus imi 80 n. Chr.). 
Rellsiis.Prmem. 2 
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Mj/' :Wil' = MiY :M,Wi und 
Wil-iMtl' = MiWi-.MiX. 
Aus diesen leitet man durch Zusammensetzung ab : 
(26) MJi ■ MJ^ . M2I' = M-ih . Mih ■ M^V 

und aus (25) und (26) folgt jetzt die Proportion: 

die offenbar falsch ist, da Mj/j^Citfji' sein muss, wälirend M^l^ 
> JWjI' ist, so lange i' von /j verschieden gedacht wird, sich aber 
als richtig ei'weist, wenn 1' nacli /j fällt, lliennit hat man also 
den Beweis dafür geliefert, dass die Yerbindungsgeraden iWi/,, 
jtf,/j und M3/1 sich in dem nämlichen Punkte Wi kreuzen, was 
als eine Folge der Relation C25) erscheint.*) 

Da nun durch Zusammensetzung ferner aus (14), (15), (2lj, 
sodann aus (14), (16), (20) und endlich aus (15), (16), (19) die 
Beziehungen : 

(27) MiAi . M,^, . Milt = Jtf,Ji . ühA.^ . üUh > 

(28) MiAi . MiJ, . JH,/, = M3A1 . Mjdj . Mih und 

(29) M3A2 . MiAi . MJj = MU, . JMs^g . Shh 

sich ableiten lassen, so ergiebt sich auf dieselbe Weise, dass Mi/j, 
MiAi, M3A1, zweitens M\A^, Msh, M^Ax und M\A^, JHjia, JMj/i 
sich in je einem Punkte durchschneiden werden. Also: 

Iiebraatx 26. Fun den sechs Yerlindungsgeraden , deren 
jede einen der sechs AehnlichktüspunlUe dreier Kreise mit dem nicM 
xti ihm gehiirigen IHillelpunkle verbindet, durchschneiden sich viermal 
drei in einem Punkte, nämlich die der drei inneren AeknlichkeiU- 
funkte vnd die des inneren irgend tweier Kreise mit denen derjeni- 
gen beiden äusseren, welche der drille Kreis mit ihnert bildet. 



*J Das OLinf bildet den ßeweis für ilip Umkelirunx des aüeemeiiien Salzes ; 
Zieht man von den Ecken eines SceieLks nach einem beliebigen Punkte drei Gerade, 
so bestimmen diese mittelst ihrer fiuvchscbnitte mit den Dreiecksseiten auf diesen 
sechs solche Abschnille, dass das Product ans drei solchen, nelche keinen Gndpankt 
gemein haben, gleich isl dem Pradncle aus den drei Dhrigen Abschnitten (Johaan 
BernooUi 16B7-I748). 
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Die Transversalen durcli die Aehnliclikeilspunkte und die 
Potenzkreise. 

Ist A in Fig. 18. Aar äussere Äehnlichkeitspuiikt der Kreise 
M, und jtfj und man zieht die Transversale AT^, auf weicher 
noch die Durchschnitte T, , (i, t, liegen, so weiss man, da 
MiTi li M,(j und Mj/i ll M^T^ ist, dass sich verhält: 

ATi : Ati = Bi : Ba und 

J^i: J(i = ßj:Bi, 
woraus man Mgerl: 

(30) AT~^.ATi = Ati.Äli. 

In gleicher Weise wird man bei euier zweiten Transversale AT^, 
welche die Kreise noch in 2\', h', h' trifft, haben: 

(31) AT\'.ATi' = Ah'.At^. 

Nun bestehen aber nach einem bekannten Satze der Rreislelu'e die 
Beziehungen : AT^ . Ah — AT^! . At^ und 

At^ . ATt = Alt' . AT^, 
deren Multiplication giebt: 

ATi . AT^ . Ati . At^ = ATt! . AT^ . At^' . i(,'. 
Setzt man liierin die Werthe aus (30) und (31) ein, so ergiebt sich', 
ir,* . ir,' = AT,'^. AT^'^ oder 
(32) All . ATt = ATi' . AT^'. 
Auf gleiche Weise ist: 

(33) At^ .Ati =i(,'.i(j'. 
Aus (30) und (32) foigl noch: 

(34) Alt.Aii==ATi'.ATi'. 
und aus (30) und (33) : 

(35) ATt.ATi = Ati'.Att'. 

Da offenbar das Gesagte auch auf den inneren Achnlichkeits- 
punkt Anwendung findet, so lassen sich die in den Gleichungen 
(30) bis (33) entlialtenen Wahrheiten folgendermassen in Worte 
fassen : 

üebrsatz 27. Eine durch dea (äusseren oder inneren) Aehn- 
lichkeilspunkl xtoeier Kreise gezogene Transvenale wird durch diese 
so gelheilt, dass das Product derjenigen beiden Abschnitle, welche 
zwiichea dem Aehntickkeilspunkl und iwei zu verschiedenen Kreiien, 
abtr nicht sa parallelen Radien gehörigen Varchschnittspjtnklen lie- 

a* 
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gen, gleich dem Producl der beiden anderen ist. Die bezeichneten 
Prodvole hallen bei allen durch denselben Aehntichkeitspunhl gezoge- 
nen Traniversalen denselben Werlh, Diesen eonstanlen Werüt hat 
avch das Product der Tangenten vom jedesmaligen Äehnlichkeitspwr^ 
an die Kreise (vorausgeselU , dass sich solche ziehen lassen). 

Aus der Gleichung (32) folgt femer, dass T, , Tj, T,', T,', 
aus (33), dass (,, tj, (,', t^', aus (34), dass f , , I,, T,', Tj' und 
aus (35), dass T,, Tj, (,', (,' je in einem Kreise liegen-, der erste 
dieser Kreise bildet mit dem Kreise M, die Sehne 2', Ti und mit 
Mj die Sehne 2\T^'i welche als erste Potenzörter aufgefasst sich 
auf dem ersten Potenzorte der Kreise AT, und Mj schneiden müs- 
sen (Lehrs. 16.). Ebenso müssen sich auch tfti und r,f,', femer 
til\' und t^T^', endlich r,(,' und T^t^' auf dem ersten Potenzorte 
der Kreise, deren Äehnlichkeitspunkt A ist, durchkreuzen und man 
hat also, da für den inneren Äehnhchkeitspunkt Analoges gilt, den 
IiehFsetK 2S. Zieht man durch einen der beiden Aehnlich-- 
keittpunkle zweier Kreise iwei Transversalen und verbindH zwei nicht 
tu einem Kreise and nicht zu paraUeien Radien gehörige Durch- 
schnittspunkle der einen mit zwei soldien der anderen durch Sehnen 
der gegebenen Kreise, so Ire/fcn sich diese {nöthigenfatls verlängert) 
auf dem ersten Potenzorie der Kreise. 
Durch Umkelirung folgt hieraus : 

Iiehrtiatx 29. Verbindet man einen Punkt auf dem erilen 
Potenzorte steeier Kreise mit zwei nicht zu demselben Kreise vnd 
nicht SU paraUelen Radien gehörigen Durehschnillspunkten einer durch 
einen der Aehnüchkeitspunkle gezogenen Transversale mit den Krei- 
un, so bestimmen die Verbindungsgeraden auf den Kreisen zwei 
neue Durchschnittspunkle, wdche mit dem AeknlichkeitspunlU in einer 
Geraden sich befinden. 

Da der äussere Äehnlichkeitspunkt A (Fig 16.) der Kreise 5f| 
und M, die Eigenschaft hat, dass das Product ATj.ÄT^ emen 
Constanten Weilh besitzt, so wollen wir diesen uns in ein Qua- 
drat verwatidehi, oder zwischen AI, und AT^ die mittlere Pro- 
portionale, durch R(^A) bozcichuet, bestunmen. Den aus A mit 
ß{A) beschriebeneu Krus nennen wu den äusseren Potenz- 
kreis der Kreise Mi und M^ Entsprechend legen wir dem mii 
B{/), der mittleren Propoi Liunale zwischen III und /r,' aus 1 be- 
schriebenen Kreise den ISamen innerer Potenzkreis der 
Kreise Jl/i und M^ }m Vi a\ nun ui 3i und 3i der Kreis P die 
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gegebenen (rechtwinklig) sclinddfit, so ist die Tangente von A an 
diesen mitüere Proportionale zwischen Ali und AT2, d. h. gleich 
R(A), mithin schneidet der Polenzkreis A den Kreis P 
rechtwinklig ; folglich sclinciden hier die drei Kreise A, Mi , M^ 
den Kreis P rechtwinklig. Da dies aber von jedem die beiden ge- 
gebenen rechtwinklig schneidenden Kreise gilt, so liahen die drei 
Kreise A, Mi, Mi die Gerade CiGa zum gemeinschaft- 
lichen ersten Potenzort (Lehrs. 13,). 

Will man das Product n\ . liy in Bezug auf den Kreis P in 
ein Quadrat verwandeln, ho muss man die durch / gehende kleinste 
Sehne des Kreises P constmiren , weil 1 innerhalb des Kreises P 
liegt. Daraus folgt, dass in diesem Falle der innere Potenz- 
kreis, der mit der Hälft« dieser kleinsten Sehne zu beschreiben ist, 
von dem Kreise P im Durchmesser geschnitten wird. 
Das eben Gesagte gilt für die Lage der Kreise, wie sie in 
Fig. 16. ist. Untersucht man die Sache bei anderen Lagen, so fin- 
det man, wie oben verfahrend, Folgendes: Bei sich schnei- 
denden Kreisen ^1 und Mj gehen beide Potenzkreise 
durch die Schnittpunkte derselben und werden von 
einem die gegebenen rechtwinklig schneidenden 
Kreise ebenfalls rechtwinklig geschnitten; bei in 
einander liegenden Kreisen aber wird der äussere Po- 
tenzkreis im Durchmesser, der innere rechtwinklig 
geschnitten von einem Kreise, welcher die gegebe- 
nen rechtwinklig schneidet. Also: 

Iiehrsafz 30. Von den zwei gegebene recMwinklig tchnei- 
denäen Kreisen wird irgend ein Putenzkreis der gegebenen je nach 
der Lage der letUeren entweder rechlwinlilig oder im Durchmesser 
geichniUcn ; im ersten Falle fiat der Polenzkreis mit den gegebenen 
den ersten Polemorl gemein; schneiden sieh die gegebenen Kreise, so 
gehen ihre beiden Potenzkreise durch ihre Sehnilipunkle. 

■' Weil endlich in T, und Tj ein Kreis die gegebenen gleich- 
arlig, in Tj und I'a' aber ungleichartig berühren kann, so haben 
die respcctiven Potenzkreise zu den entsprechenden Berülu-ungs- 
kreisen ganz dieselben Beziehungen, wie zu den die gegebenen 
rechtwinklig schneidenden. Wh- fassen dies in folgendci" Weise zu- 



üelirsntz 31. Bei swei ausser einander hegenden isich 
schneidenden, in einander liegenden) Kreisen schneidet ein Beruh- 
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rungikreis mit gltichartiger Berüftruni) den äusseren PoUnikteis rtcht- 
teh^ig (reeklwinklig, im Durchmesser), ein Berükrwngskreis mit «n- 
gldehartiger Berührung aber den inneren Polenzhreis im, Durch- 
mesier (rechlwinklig). 



Pol und Polare. 

Hat man auf einem Radius MB (Fig. 19.) eines Kreises M 
innerhalb desselLen Jen Punkt Q und man zielit durch Q die 
kleinste Sehne SiS-i, in S\ und S^ aber Tangenten an den Kreis, 
so trelTen sich diese auf der Yertängerung von MB in einem 
Punkte P. Errichtet man noch auf MP in P und Q senkrechte 
Gerade, tiEj und L'L", so nennt man P und Q conjugirte 
Pole, P den Pol der Geraden L'L", die Gerade L'L" die Po- 
lare des Punktes P, Q den Pol von Iilj und Litj die Polare 
von — in Bezug auf den Kreis M. 

Aus P lasst sich ein Kreis durch Si und S^ legen , welcher 
den Kreis M rechtwinklig sclmeidet, und zugleich haben beide L'L" 
zum ersten Potenzort. Aus einem zweiten Punkt P' auf L1L2 kann 
man femer mit der Tangente P'T' einen Kreis beschreiben, dei' 
den Kreis M ebenfalls rechtwinklig schneidet; er bildet mit ihm 
die gemeinschafthche Sekante (den ersten Potenzort) T'T". WeU 
nun umgekehrt der Kreis M sowohl den Kreis P, als auch P' 
rechtwinklig schneidet, so liegt der Mittelpunkt M desselben auf 
dem ersten Potenzorte der Kreise P und P' (Leiu's. 11.); dieser 
ist folglich MP selbst. Aul ihm miissen sich die beiden anderen 
ersten Potenzörter L'L'' und VT" schneiden (Lehrs. 16.); mithin 
geht T'T" durch 0. Dies fmdet Statt für jeden solchen Kreis, 
wie P'. Was aber für i|tj und Q gilt, ist auch für L'L" und P 
richtig, nur dass bei L'L" von denjenigen Punkten abgesehen wer- 
den muss, welche zwischen S[ und Sj liegen, indem für sie recht- 
winklig schneidende Kreise nicht existiren. Also: 

Xiehniatz 33. Die gemeinschaftlichen Sehnen, welche äurch 
die am den verschiedenen Punkten einer Geraden beschriebenen, eilten 
gegebenen Kreis rechlwinklig schneidenden Kreise mit diesem bestimmt 
werden, sehneiden sich (nöÜiigenfalU verlängert) in dem Pol der 
Geraden. 
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§9. 

Constructioii der Mittelpunkte von Berührungskreisen für 
zwei gegebene Kreise. 

Hat man den aus m bitschriebenen , zwei gegebene Kreise 
Ml und Ml in Ty und Tj gleichartig berührenden Kreis in Fig. 20., 
so gellt die Verblndangsgerade T\T, durch den äusseren Aehnlich- 
keitspunkt A der Kreise M] und Mj nach Lehrsatz 22. und die 
Tangenten Ji und 2", schneiden sich in P' auf dem ersten Potenz- 
oi-tc Gifii der Kreise Mi und M^ nach Lehr.s. 21. Die Polare eines 
beliebigen Punktes P auf GiGj in Bezug auf Jtfi möge L\L' und in 
Bezug auf M^ die Gerade Ijl" sein, ferner soll t\t' mit P'T^ den 
Durchsclmitt üi, sowie L^L" mit PT^ den Durchschnitt V^ bilden. 
Da U\Ti Tangente an M^ ist, so lässt sich aus V\ mit Ü\T\ ein 
den Kreis JJfj rechtwinUhg schneidender Kreis beschreiben, dessen 
Sehne T^Vy mit My durch den Pol P von ijL' gehen muss nach 
Lehrs. 32.; ebenso muss die von einem aus t/j mit P, Tj beschrie- 
benen Ki'eise, welcher den Kreis M^ rechtwinlilig schneidet, mit 
Mj gebildete Sehne TjFj ebenfalls den Punkt P treffen, weil P 
Pol von Ljt" inBezug aufJ/jist. Die Verhindungsgerade FiTi geht 
verlängert durch den Punkt A nach Lehrs. 29, Aus P' kann man 
mit PT, ^P'Tj einen Kreis sclilagen, welcher die Kreise ö\ und 
(7j in Ti und T^ berührt, weshalb auf Til", ein Äehnlichkeits- 
punkt der Kreise U\ und t/j liegt, und weil in V\ und Vj, ein 
Kreis die gegebenen rechtwinklig schneiden kann (da 7\7^ durch 
A geht), dieser aber die Mi und M^ bezüglich rechtwinkhg schnei- 
denden Kreise V\ und Dj in Fi und Fj berühren muss, so befin- 
det sich dieser Aehnlichkeitspunkt der Kr. IJ\ und V^ auch auf 
FiKj. Hieraus ergiebt sich, dass der eine Aehnlichkeits- 
punkt der Kreise ü\ und JJ^ der Durchschnitt von TiTj 
und FiFa, also nichts Anderes, als der Punkt A ist; da 
aber die Aebnlichkeitspunkte auf der Centrale ihrer Kreise liegen, so 
bilden die Punkte üi, ü,, A eine Gerade. 

Der Punkt P endhch ist erster Potenzpunkt nicht nur der 
Kreise IJ\, M^, JHj , sondern auch der Kreise ü^ , Mi, Mj und ge- 
hört folglich dem ersten Potenzorte der Kreise Vi und Ü^ an; auf 
diesem müssen sich ausserdem T\M\ und T^M^ in m treffen, da 
sie Tangenten an die Krebc (7i und Vi darstellen in Punkten 1\ 
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und T), in welchen ein Kreis P' sie berührt. Mithin reprä- 

sentirt mP den ersten Potenzort der Kreise Ui und U^ 
und steht als solcher auf der Centrale ÜiUt senkrecht. 
Aus den soeben erörterten Eigenschaften unserer Figur lässt 
sich nun leicht eine Construclion des Punlttes m auf folgende Weise 
zusammensetzen. 

Sind die Kreise M, und Mj gegeben, so bestimme man ihren 
ersten Potenzort Gi6, und ilu'en äusseren Äehnlichkeüspunkt Ä, 
ziehe durch Ä die beliebige Gerade AZ, falle sodann von dem be- 
hebigen Punkte P des ersten Potenzortes Giffj auf AZ das Lotii 
PK, constnure zu P die Polare LiV in Bezug auf M,, ziehe vom 
Durchschnitt [7| von !]£' mit AZ an Mf die Tangente t/iT, ver- 
binde r, mit Ml und bringe PK mit 1\IH, zum Durcschnilt in m. 
Dann ist m Mittelpunkt eines Kreises , welcher M, und itfj gleich- 
artig berührt und mTi sein Radius.' 

Für den inneren Äehnlichkeitspunkt der Kreise Mi und M^ 
und einen ungleichartig berährenden Kreis gilt die vorstehende Be- 
trachtung und Oonstruction gleichfalls, wie man sich durcli Ansicht 
der Fig. 21. leicht überzeugt. 

S. 10. 

Construclion der Mittelpunkte von den Kreise», welche 
drei gegebene berühren. 

Sind in Fig. 22. drei Kreise JWi, M^, Mj gegeben und man 
will, andere beschreiben, wolclie die gegebenen alle drei zugleich 
berühren, so bestimme man zunächst den ersten Poteiizpunkt P 
und die vier Äehnüchkeits geraden AiA^A^, AiIJ^, ^i/i/i, ^3/1/2 
derselben. Nächstdem fälle man von P auf AxAjA^ das Lotli PKi, 
construire zu P die Polare LjL' in Bezug auf Mi und ziehe vom 
Durchschnitt Üi zwischen LiV und AiA^A^ an den Kreis Mi die 
Tangenten UiTj und üiT'. Verhmdet man jetzt Ti mit Mi, so 
^ebt der Durchschnitt mi von TiMi mit PK-y den Mittelpimkt 
eines Kreises, welcher die Kreise Mi, Mi, Mj gleichartig berührt; 
sein Radius ist mi Ti . Der Kreuzungspunkt m' von T'Mi mit Pffi 
liefert den Mittelpunkt eines zweiten Kreises, der ebenfalls die ge- 
gebenen gleichartig beridirf, sem Radius ist m'T'. 

Die Richtigkeit dieser Construction folgt aus §. 9. und aus 
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der Bemerkung, dass P auf den ersten Potenzörtern der drei ge- 
gebenen Ki'eise zugleicli liegt und die Gerade ÄiA^A^ die äusseren 
Aehnlichkeitspunkte derselben gleichzeitig enthält. 

Die Mittelpunkte dr-r ungleidiailig berührenden Kreise findet 
man. wie folgt. 

Man fälle ¥i>n P auf Ail^l^ das Loth PK^, ziehe vom Durch- 
schnitt Pj der Polare LfL' mit AJth an den Kreis Mi die Tan- 
genten UiTi und üüT" , verbinde Tz mit JWi , sowie T" mit Mi 
und bringe T0t mit Pffj in mj und T"Mi mit Pffj in m" zum 
Durchschnitt Dann ist Sowohl nij, als aurh in'' Mittelpunkt eines 
Kreises, welcher die Kreise Mi Und Jlfj gleichartig, Mi und M3 
aber, sowie Jfg tuid Jfj ungleichartig berührt; der Radius des 
ersfeh ist mtiT^, der des zweiten m"T". 

Eine entsprechende Construction in Bezug auf die Gerade 
A%I\Ix giebt zwei Mittelpunkte m^ und m,'" für Kreise, welche die 
Ki-eise M\ und Af» gleichartig, Mi und Mi aber, sowie Mi und 
Ml ungleichartig berühren und ein analoges Verfahren in Bezug auf 
-4j/i7j endlich liefert zwei Mittelpunkte m, und m"" von Kreisen, 
welche die Kreise Mj und M, gleichartig, M] und JWj aber, sowie 
Ml und Mj ungleichartig berühren. 

Aus dem Gesagten geht hervor, dass im Allge- 
meinen für drei Kreise acht andere existiren, welche 
jene drei zugleich berühren. Diese Anzahl kann sich 
aber auf Grund der gegenseitigen Lage der gegebe- 
nen Kreise mehr oder wenigei bedeutend reduciren. 

Um nur em Beispiel anzufuhien, so kann der erste der ge- 
gebenen Kieise *oin zweiten, dieaei aber vom diitlen wiederum 
vollständig eingeschlossen weiden, für welchen Fall auch nicht ein 
einzigei Kiei» denkJjai i'^l, weichet alle drei Kreise zugleich berührt. 

§ 11 

r.ieiiztdUe dei PoUiiz ö rte r. 

Wir fragen, was aus den Potcnzörteru zweier Kreise wird, 
wenn einer von letzteren oder beide in einen Punkt zusammen- 
schrumpfen oder in eine Gerade sich ausstrecken, um die mitge- 
Iheilte Auflösung unserer Bei-ührungsaufgabe auch dann anwenden 
zu können, w'enn unter den gegebenen Gebilden (bisher nur Kreise) 
Püidite und Gerade vorkommen. 
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„se- 
ist in Fig. 23. ein Kreis M\ und statt des zweiten ein Punkl 
Mj gegeben, so dai'f man nur die in §. 1. mitgetlieilte allgemeine 
Construction der Potenzörter für zwei Kreise mit den nöthigen Modi- 
ficationen auf den gegenwärtigen Fall anwenden, um diejenigen für 
Punkt und. Kreis zu ermitteln. Die Construction gestaltet sich fol- 
gendennassen. 

Man ziehe M\Mi, darauf senkrecht M\Ei, verbinde E\ mit 
Mt, halbire fijJMj int und errichte tMJ_£i3fa; maclit man jetzt 
lSiD = M\M (vergl. (5)) und errichtet G\GiJ-M\Mi in D, sowie 
jigi J_ Jt/iÜfj in Jtf, dann ist GiGj der erste und g\g^ der zweite 
Potenzort des Kreises M\ und des Punktes ATj. 

Die Stelle der Tangenten von einem Punkt P auf G\G-i an 
den Kreis Wj, welche wir früher oft erwähnt haben, vertritt offen- 
bar jetzt die einfache Yerhindimgsgerade des Punktes P mit dem 
Punkte ACj; daher lautet dem Lehrs. 6. entsprechend folgender 

Ijehraats 33. JeAer Punkl auf dem ersten Potenzort eines 
Punktes und eines Kreises hat die Eigmschaß, dass die Tangente 
von ihm nach dem Kreise gleich seiner Verbindungsgeraden mit dem 
Punkte ist. 

Umgekehrt : 

Lehrsatz 34. Hat ein Punkt die Eigenschaft, dass die 
Tangente von ihm an einen Kreis gleich seiner Verlindungsgeraden 
mit einem sweilen Funkle ist , so gehört derselbe dem er«len Poteni- 
orte des lelUeren Punktes und des Kreises an. 

Reducu't sich auch der Kreis M, auf einen Punkt, so ßllt 
die Gerade E,Mi mit MiMi und der Punkt L mit M zusammen, 
so dass M sowohl, als auch D in der Mitte von JWijMs liegen. 
Folglich muss als erster, wie auch als zweiter Po- 
tenz ort zweier Punkte die Gerade angesehen werden, 
welche auf ihrer Verbindungsgeraden in der Mitte 
senkrecht steht. 

Um den ersten Potenzort für eine Gci'ade GiGi und einen 
Kreis M, zu ermitteln, lassen wir in Fig. 24. den Mittelpunkt eines 
Kreises Mi, welcher die Gerade in demjenigen Punkte Fj berührt, 
in welchem dieselbe von dem Lothe aus 9fi auf G1G3 getroffen 
wu'd, aihnählig nach rechts auf der Centi'ale üfiAf^ in grössere und 
grossere Entfernung rücken, endlich im Unendliclien verschwinden; 
sein Hadius R» wird dabei unendlich gi'oss, er selbst geht in die Ge- 
rade GiGs über. Trifft nun der erste Potenzort der Kreise Mi und Mt 
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bei einer bestimmten Grössß von afj die Centrale in V und schnei- 
det JHi die Centrale in F, , so hat man : 

MiD^-~M,D^ = J(,» — i(i', ferner 
MiD ~ Bi + fsD und ftD = MjF^—F,D. 
Durch Einsetzung dieser Werthe verwandelt sich die erste Glei- 
chung nach Weglassung etlicher Gheder, welche sich auf Null re- 
duciren, und Transponirung eines Gliedes in folgende: 
2ß».FjD + 2il/iF,.F,D = Ü/.V — R,» oder 
2(fia + M,Fi).FsD = Ui + üfiFs) .Fif^. 
Folglich erhält man: 

Dieser Gleichung kann man die Form gehen: 
FD Jt -L M F 
2^ = ji~?; "ei kl F,B = F,r,- f,0, so™ 

Jl, + *,F, = fl, +M,F, — («, — «,) ■, 

milhin 2||_=2-2|| 

Uiihn' erglebt sich: 




mF.D = F,F...—-^. 

Die auf der rechten Seite in den Formeln (36) und (37) 
vorkommenden Grössen belialten mit Ausnahme von ßj bei der 
Veränderung des Kreises Mj beständige Wertlie, da derselbe, wie 
gross er auch wird, stets G1G3 in F% berühren muss. Wir werden 
also aus (36) und (37) dadurch, dass wir fij unendlich gross 
setzen, die Werthe von FjD und FiD linden für den Fall, dass 
der Kreis Mj in die Gerade G,Gi übergeht. Wenn aber der Nen- 
ner eines Bruches über alle Grenzen bmaus wächst, während sein 
Zähler seinen endlichen Werth behalt, wie dies bei dem in (36) 
vorkommenden Brache und bei den in (37) stehenden, nämlich 
PF MF 

i^~- und — ^ , Statt findet, so nähert sich gleichzeitig der Werth 
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des ganzen Bruches der Null. Vermöge dieser Bemerkung erhält 
man aus (36): 

F2D = und aus (37): F.» = F,Fj. 
Die auf solche Weise gefundenen WerÜie lehren, dass der 
Punkt D nach Fj lückt, während der Kreis M^ sich in die Gerade 
G1G2 verwandelt, und folglich muss man als den ersten Po - 
lenzort einer Geraden und eines Kreises die Gerade 
selbst nehmen. 

Dies bleibt offenbar auch richtig, wenn der Kreis M, sich 
auf seinen Mittelpunkt reducirt, mithin wird auch hei einem 
Punkt und einer Geraden die Gerade selbst als erster 
Potenzort gelten müssen. 

Ja, es kann selbst dann sich nicht ändern, wenn der Kreis 
Jtfi durch unbegrenzte Zunahme seines Radius in eine zweite Ge- 
rade übergeht, weil auf die Grösse des Radius von Mi gar Nicltts 
ankommt; daher deim bei zwei Geraden die eine dersel- 
ben für den ersten Potenzort beider zu halten ist. 

Bedienen wir uns zur Bestimmung des zweiten Potenzortes 
in dem Falle, dass einer oder jeder der beiden Kreise in eine Ge- 
rade sich verwandelt, des in Gleichung (5) enthaltenen Gesetzes, 
so ist klar, da der Mittelpunkt M^ im Unendlichen liegt, MiVa aber 
eine endliche Grösse hat, dass der zweite Potenzort einer 
Geraden und eines Kreises im Unendlichen sich be- 
findet; und dasselbe findet natürlich Statt, wenn 
ein Punkt und eine Gerade oder zwei Gerade gege- 
ben sind. 



«12. 

Grenzfälle der Aehulichkeitspuiikle und der Potenzkrcise. 

Für den äusseren Aebnliclikeitspunkt A zweier Kreise Mi und 
Ml in Fig. 16 besteht die Proportion: 

MiA : MiA = B^-.R, oder 

MtA -.MiM^+MzA— BiiBx, also auch 

MiMi : MjA = fi,— Bi : Rj, woraus sich ergiebt : 

Für den inneren Aehnliclikeitspunkt / hat man: 
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Mil : M,I -: ßü : Ri oder 

M.M^-.Mil = B. + BjiBj, und daran» lolgr: 

(39) MJ^M.M^.^^^. 

Da sich mm die Ausdrücke in (38) und (39) für ß^^^ in 
MU=jH>/ — verwandeln, so fallen beide Aehnlichkeitap unkte im 
Punkte Mi zusammen. Folglich gilt für einen Punkt und 
einen Kreis derPunkt selbst sowohl als äusserer, als 
auch als innerer Äehnlichkeitapunkt, 

Stellt man sich unter itg den grösseren Radius yor, so lässt 
sich die Proportion für den äusseren Aehnlichkeitspunkt darstellen 
in der Form: 

MtA-i-M^M,:M,A = fi,:B,, vergl. Kig.24, daher 
M.Mi-.MiA = ß,~i{,:ßi; 
woraus man, da MiMi = B, + 3fiFj ist, erhall: 

Wenn man die Proportion für den Innern Aehnlichkeitspunkt 
dem entsprechend behandelt, so gelangt man zu: 

i + '^j 
<„,«=„,.?^^ = „ «... 

+ ß, 

Lisst nnn jclzt den hni« ü/, m eine Gerade, welche ihn in 
fi beiuhrt uhergplieu so hat mau R, ui (40) und (41) unend- 

hch gioss anzunehmen, unter diesei Annahme werden —^ 
und ^ dei Null gleich und die Weilhe lon (40) und (41) gehen 

fülghch uhei m, 

M,A = M,I = R^. 
Hieraus sieht man , dass die Ächnlichkeitspunkte 
einer Geraden und eines Kreises in den Durch- 
schnittspunkten des vom Mittelpunkt des Kreises 
auf die Gerade gefällten Lothes mit dem Kreis e 
liegen. 
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Sind zwei Punkte gegeben, so hat man einen besonderen 

Fall desjenigen, bei welchem ein Punlit und ein Kreis gegeben war 
und der gegenwärtige geht aus demselben dadurch hervor, dass 
der Kreis in seinen Mittelpunkt zusammenfällt-, weit aber die Grösse 
des Radius hierbei auf die Lage der Aehnlichkeitspunkte keinen 
Einfluss hat, so folgt, daas bei zwei Punkten in dem einen 
von beiden der äussere und innere Xehnlichkeits- 
punkt sich belinden 

Die noch übrigen Fcdle la's'.en sich aus demjeni^jen abieileii, 
in welchem eine Geiade und em kreis gegeben --ind Iteducirt 
sich der Kreis auf semen Mittelpunkt, so fallen auch alle Punkte 
seines Umfanges in dieisen, also auch die beiden Aehnhcbkeit«- 
punkle, daher bei einem Punkt und einer Geraden beide 
Aehnlichkeitspunkte in dem Punkte selbst befind- 
lich gedacht werden müssen. Verwandelt sich endlich der 
Kreis in eine zweite Gerade dadurdi, dass sein Mittelpunkt in das 
Unendliche rückt, so geht gleichzeitig die Gerade, auf welcher die 
AehnUchkeitspunkte liegen, in das Gebiet der Unendlichkeit über, 
und folglich gehören die beiden Aehnlichkeitspunkte 
zweier Geraden dem Unendlichen an. 

Bezeichnet man, wie früher, durcli S(A) den Radius des 
äusseren Potenzkreises der Kreise Äf, und M.^ in Fig. 16. und man 
nennt Fi und Fj die Durchschnitte des Kreises Mt mit der Cen- 
Irale itftMa, sowie fi und F^ die von itf, mit dieser Geraden, so 
kann ein Kreis die gegebenen in Fi und Fj gleichartig berühren 
und man hat deshalb: 

fl{^)* = AFr . At\ (vergl. (j. 7.)- 
Sef2t man hierin Jtfiüfj + itfs^+ fii für .IF, und M^A — B^ für 
vlF„ so bekommt man". 

(42) R(Ay = (M,M2 + M^A + R,) . (JW^J— Rj)', 
setzt man aber nacli Fig. 24. M^A + R, für AFi und itf.Fj + M,Ä 
für AFi, so bekommt man: 

(43) RiAy = (fl, + M^A) . (M,F, -1- M^A). 
Auf dieselbe Weise findet man für den Radius ß(J) des inneren 
Potenzkreises aus der Gleichung: 

Ray = JF^-IF^ 
folgende Werlhe: 

(44) R{/)'»=:(Mi.«,— Afj/ — R.)-('H2' + Äi)nach Fig. 16. und 

(45) R{iy = {Ri + MiI).{MiF^—Mil'} nach Fig. 24. 
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Weil nun für Rj = der Wertli von M^A und M^l sich a\if Null 
reducirt, wie »ben bewiesen worden ist, so erhält man aus (42) 
und (44) 

R(A)= RH) = 0, d.l]. 
sowohl der äussere, als auch der Innere Potenzkreis 
für einen Punkt und einen Kreis fällt in den Punkt 
zusammen. 

Wird aber R^ unendlich gross gedacht, so hat man 
M,A = Mil = Ri, 
wodurch sich aus |43) und (45) folgende Werlhe ergeben: 

(46) RiAY = 2ß,.(M,Fi-l- iti) und 

(47) Riiy = 2fl,.(3f,f'j — R,1. 

Will man daher für einen Kreis uiid eine Gerade 
den Radius des äusseren Potenzkreises bestimmen, 
so suche maii die mittlere Proportionale zwischen 
dem Durchmesser des Kreises und derSumme seines 
Mittelpunktsabstandes von der Geraden und seines 
Radius; will man aber den Radius des inneren Po- 
tenzkreises finden, so suche man die mittlere Pro- 
portionale zwischen dem Durchmesser des gegebenen 
Kreises und der Differenz des Mittelpunktsabstan- 
des von der Geraden und des Radius. 

Hieraus zieht man endlich leicht die F olge rangen , dass die 
Potenzkreise für einen Punkt und eine Gerade in den 
Punkt zusammenfallen, die Radien derselben hin- 
gegen unendlich gross werden für zwei Gerade. 

S. Vi. 

Veränderte Conslmction für die MiUelpunkte derjenigen 
Kreise, welcbe drei gegebene berühren. 

In manchen Fällen kann uns die in %. 10. mitgetheilte Con- 
struction im Stich lassen, was namentlich dann geschieht, wenn 
der erste Potenzpunkt der Atta gegebenen Kreise nicht im End- 
lichen liegt; dieser Fall tritt em, wenn die Mittelpunkte der gege- 
benen Kreise auf einer Geraden sich befinden. Will man eine 
Auflösung haben, die auch dann noch ausführbar ist, so muss man 
erstens die Centralen PK^ u. s, w. der Reruhrungskreise und 
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zweitens die Pole üi u. s. w. der Berührungssehneil unabhängig 
vom ersten Potenzpunkt P der gegebenen Kreise m construiren 
suchen. Dies wollen wir im Folgenden thuii. 

Die Kreise wii und m', sowie nii und m" in Fig. 22. berüh- 
ren die gegebenen Ml und Mj gleichartig; der Potenzkreia, welcher 
aus A,, dem äusseren Äehnlichkeitspunkte der Kreise Mi und Mj, 
beschrieben werden kann, wird also von jenen vier Berührungs- 
kreisen entweder rechtwinklig oder im Durchmesser geschnitten 
(Lehrs. 31). Dasselbe gilt von den Kreisen mi, m\ m^, m'" in 
Bezug auf den Potenzkreis A^ {der Kreise Mi und M^), sowie von 
wii, m', m^, m"" in Bezug auf den Potenzkreis A^ (der Kreise Mt 
und j1/j). Nun muss bei jeder beliebigen Lage der gegebenen 
Kreise wenigstens zwei Potenzkreisen dasselbe widerfahren von Sei- 
ten der zu ihnen gehüri(;en Berührungskreise (vergl. Lehrs. 31.). 
Es können also etwa die beiden Potenzkreise A, und i» von ihren 
respectiven Berährungskreisen rechtwinklig geschnitten werden ; 
dann müssen, wie aus der voi^tehenden Gruppirung der Berüh- 
rungskreise in Bezug auf die Potenzkreise bervorgeht, die Kreise 
fflii und m' gleichzeitig die Kreise Ai und Ai rechtwinklig schnei- 
den. Daher schneiden auch umgekehrt diese Potenzkreise die 
Kreise »Wi und m' rechtwinklig und haben folglich die Cen- 
trale dieser Berührungskreise zum ersten Potenzort 
(Lehrs. 13.) Werden aber die Potenzkreise A, und Ai (oder zwei 
andere) von ihren respectiven Berährungskreisen, also von m, und 
m' gleichzeitig, im Dm'chmesser geschnitten, so haben sie die 
Centrale dieser Berührungskreise zu ihrem zweiten 
Potenzort (Lehrs. 14). In beiden Fällen kann diese Centrale 
als dm'ch die Potenzkreise bestimmt angesehen werden. Ganz 
dasselbe gilt aber offenbar von den übrigen Potenzkreisen und 
Centralen. 

Nennt man jetzt denjenigen Kreis, welclier aus Ui auf AiAiAt 
mit der Tangente UiTi = UiT beschrieben werden kann, den 
äusseren Polkreis, die aus (/ä, i/j, f/j respective mit Ü^Ti 
= üiT", ÜJ, = Ü^T"', ÜJi = UJ'"' beschriebenen bezüglich 
den ersten, zweiten, dritten inneren Polkreis des 
Kreises Mi und giebt den entsprechenden Kreisen fflr Mi, M3 
analoge Namen, so folgt aus der in §.9. angestellten Betrachtung, 
dass die drei äusseren Polkreise der drei gegebeuen die Centrale 
PKi oder mtm', die drei ersten inneren die Centrale »ijm", die 
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drei zweiten inneren «13m'" und die drei dritten inneren m^m"" 

jedesmal zum ersten Potenzort haben und dass aüe PoUa-eise die 
bezüglichen Berührungslireise rechtwinklig schneiden. 

Wenn also zuerst von den beiden oben angeführten Fällen 
derjenige eintritt, in welchem zwei Potenzkreise {etwa die beiden 
äusseren A, und An) die Kreise ikj und m' rechtwinkbg schneiden, 
so haben sie mit den äusseren Polkreisen die Cen- 
trale mint' zum gemeinschaftlichen erstenPotenzort. 

Gesetzt nun, die Potenzki'eise schneiden sich, so gehen die 
äusseren Polkreise durch ihre Kreuzungspunkte; wenn dann einer 
dieser Punkte mit D bezeichnet wird, so müssen UjD, UiTj und 
ViT' als Radien des äusseren Polkreises I/i einander gleich sein; 
da aber ViTi und ViT' Tangenten an den Kreis itfs smd, so 
liegt Ui auf dem ersten Potenzort des Punktes D und des Kreises 
itf] (vergl. Lehrs, 33,)- Bestimmt man daher diesen Potenzort, so 
giebt der Durchschnitt desselben mit A^A^A^ den Punkt (7,. 

Schneiden sich aber die die Berührungskreise wij und m' 
rechtwinklig schneidenden äusseren Potenzkreise (ii und)j4a> nicht, 
so lege man von ü'gend einem Punkte X auf der Centrale mim' 
an einen von ihnen eine Tangente und beschreibe mit ihr um je- 
nen Punkt X einen Ki'eis; dieser schneidet sowolil die Potenzkreise, 
als auch die Polkreise rechtwinldig (Lehrs. 8.). Mithin schneidet 
auch umgekehrt jeder der Polkreise, 2. B. U, , denselben rechtwink- 
lig und weil Ui ausserdem den Kreis J/i ebenfalls rechtwinldig 
schneidet, so gehört der Punkt U, dem ersten Potenzorte der 
Kreise X und M, an (Lehrs. 11.), Construirt man folglich diesen 
Potenzort, so ist im Durchschnitt desselben mit A^A^A^ der Punkt 
ü, gefunden. 

Sollten endlich die Berührungski-eise Bii und m' die Potenz- 
kreise im Durchmesser schneiden, so dass die Centrale (KiWi' in 
Bezug auf letztere zweiter Potenzort ist (Lehi-s. 14.) , und man 
construirt aus einem beliebigen Punkte der Centrale einen Kreis, 
welcher die Potenzkreise im Durchmesser schneidet, so schneidet 
dieser die Pollueise rechtwinklig (Lehrs. 15.) und das unmittelbar 
vorher Gesagte findet auch dann Anwendung. 

Vorstehende Erörterungen gelten .unbeschränkt auch für die 

inneren Potenz- und Polkreise; das Verhalten der Berührungkreise 

gegen die Potenzkrcise kann ausserdem jedesmal aus der Lage der 

gegebenen Kreise beurtheilt werden (Lehrs. 31.); somit haben wir 

Retlwis.Pmbm. ^ 
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im Vorhergehenden die Aiifgahc , Mittelpunkte von Kreisen zu fin- 
den, welche drei gegebene berühren, 'mit Umgehung des ersten 
Potenzpunlttes vollständig gelöst, indem das weitere Verfahren, 
welches nach Auftindnng der Mittelpunkte der Polkreise zu den 
Mittelpunkten der Bernbrungslireise selbst führt, dasselbe bleibt, 
wie in §.10. 

Wir wollen diese Änflösung auf den Fall anwenden, welcher 
in Fig. 25. dargestellt ist, bei welchem die Mittelpunkte A/, , M„ 
Mi der gegebenen Kreise in einer Geraden liegen, so zwar, dass 
die Kreise M^ und Kj von M, eingeschlossen werden, sieh selbst 
aber schneiden. 

Da hier die Kreise M^ und Ms zu M^ dieselbe Lage, unter 
einander aber eine davon abweichende haben, so bestimme man 
die Aehnlichkeitspunkte Ai und At und die zu ihnen gehörigen 
Potenzkreise, indem mau B(ii) und R(Ja) bezüglich als mittlere 
Proportionalen zwischen A,Fi und AiFs und zwischen An Fi und 
AaFi bestimmt. Weil die Kreise M» und M3 von Mi eingeschlos- 
sen werden, so zeichne man zu diesen Potenzkreisen den zweiten 
Potenzort Ji^a, welcher MuMa in K trifft , beschreibe um K einen 
Kreis so, dass er die Kreise Ai und A3 im Durchmesser schnei- 
det und construire den ersten Polenzort G, Ga dieses Kreises und 
des Kreises Mi. Trifft dieser AtAi in Ui, so ziehe man von Ui 
an den Kreis Mi die Tangenten UiTi und üiT' und bringe MfTi 
und Mit mit ff. ja in mi und tn' zum Durchschnitt. Dann hat 
man in diesen Punkten die Mittelpunkte derjenigen Kreise gefunden, 
welche die Kreise AJi, Mi, Ms gleichartig bertdu-en. 

Will man in diesem Falle Mittelpunkte solcher Kreise finden, 
welche M^ und Mj gleichartig, nämlich von aussen, M^ aber von 
innen berühren, so suche man die Aehnlichkeitspunkte A^, /^, I^; 
hier verhalten sich die Berährungskreise ganz gleich gegen die 
Potenzkreise A^, ly, J.^, sie schneiden dieselben nämllcb alle recht- 
winklig (Lehrs. 31.). Man construire also, wie in Fig. 26., zwei 
von ihnen, etwa /, und I^, indem man die mittlere Proportionale 
zwischen I^F^ und /jF^, sowie zwischen /,Fj und I^F^ bestimmt; 
da sich diese Kreise in D schneiden, so zeichne man den ersten 
Poten?ort G'G" des Punktes D und des Kreises Mi , bringe 
G'G" mit lyl^ in U^ zum Durchschnitt, ziehe von (7, an M^ 
die Tangenten ü.ß'^ und U^T" und verbinde M^ mit Tj und mit 
T", so schneiden diese Geraden den ersten Potenzorl G,G, 
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dei PütPnzltreije iii m^ und i»" aK d^n btiden gesuchten Mittel- 
pniiktpn der ßpiuhiun^kieise 

Andeie als dip iier eonslriurfen Bi'iiilirungsli reise exiätiren 
bei dei angenommenpii Lage dei gegpbenpn Kreise nicht. 

§.14. 

Berülirungsaurgaben, bei welchen Kreise, Gerade und Punkte 
gegeben sind. 

In der Aufgabe, deren Lösung wir in §.9. und §.13. mit- 
getheilt haben, kann jeder von den drei gegebenen Kreisen ent- 
weder durch eine Gerade, oder durch einen Punkt ersetzt und auf 
solche Weise eine Reihe neuer Aufgaben gebildet werden, in wel- 
chen die Beschreibung von Kreisen gefordert wird, welche die ge- 
gebenen drei Gebilde zu gleicher Zeit berühren. Die hierdurch 
entspringenden Aufgaben lassen sich nach der Beschaffenlieit ihrer 
gegebenen Gebilde folgendermassen zusammenstellen. Es sind ge- 
geben : 

,„.,.. , I 1) eine Gerade, 

I. Zwei Kreise und i „, . „ , , 
( 2) em Punkt; 

i3) zwei Gerade, 
4) eine Gerade und ein Punkt, 
5) zwei Punkte; 

,„ r, - ^ , , i 6) ein Punkt, 
HI. Zwei Gerade und i _; . „ , 
t 7j eine Gerade; 

_ . j 8) eiiie Gerade, 

IV. Zwei Punkte und J „:: . „ _ 
( 9) ein Punkt. 

So lange in einer solchen Aufgabe nur eins von den gege- 
benen Gebilden ein Kreis ist, lassen sich die allgemeinen Auflö- 
sungen des §. 9. und g. 13. auf den jedesmahgen Fall anwenden, 
vi'ie wir dies an folgendem Beispiele nachweisen wollen. 

Aufgabe. Einen Kreis su beschieiben, welcher einen jjeje- 
benen Kreis und eine gegebene Gerade berührt und d\irch einen ge- 
gebenen Punkt gehl {und einen gegebenen Punkt berührt). 

Wir nehmen zuerst an, dass die Gerade auf der Verbindungs- 
geraden des Punktes mit dem Mittelpunkt des Kreises nicht senk- 
recht steht. Ist also in Fig. 27. der Kreis M, die Gerade FFi und 
der Punkt H gegeben, so bestimme man zunächst den ersten Po- 
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tenzpuukt P der drei Gebilde als Duvchscliiiilt ihrer ersten Potenz- 
örter (§. II.)- Derselbe liegt im Durchkrcuzungspiuikt des ersten 
Potenzortes GG, für den Punkt ff und den Kreis M mit der Ge- 
raden FF f. Um die Äehnlichkeitsgeraden zu consti'uiren , fälle 
man von M auf Ff^ ein Lolh, welches (verlängert) den Kreis in 
A und / trifft, und verbinde E mit A und mit I; dann sind HA 
und HI diese Geraden (§. 12.). Fällt man jetzt von P auf HA das 
Loth PKi, bestimmt die Polare i£j von P in Bezug auf den Kreis 
Jtf und deren Dm"chschnitt t/j mit HA, legt von f/^ an M die 
Tangenten Üt7\ und U,T' und bringt endlich die Radien MI', 
und Ml" mit P/f, zum Durchschnitl in m, und im', so hat man 
in diesen Pimklen zwei Mittelpunkte solcher Kreise gefunden, wie 
sie die Aufgabe verlangt. 

Zwei andere m^ und m" findet man mittelst der Äehnlich- 
keitsgeraden HI. 

Wenn aber die Gerade auf der Verbind iingsgeraden des 
Punktes mit dem Mittelpunkt des Kreises senkrecht steht, so ver- 
fahre man nach §.13., wie folgt. Wenn der Punkt H, wie in 
Fig. 28. , ausserhalb des Kreises M und auf der Seite der Geraden 
FFi sich befindet, auf weicher auch der Mittelpunkt M hegt, so 
ist man berechtigt, die Sache so aufzufassen, als lägen alle drei 
gegebene Gebilde ausser ehiander. Mau beschreibe Aber AD einen 
Halbkreis (D ist der Durchscimitt von MH mit Ffj), eiTichte 
1BA.MH, wodurch AB, die mittlere Proportionale zwischen AI und 
AD, als Radius de» äusseren, und IB, die mittlere Proportionale 
zwischen lA und ID, als Radius des inneren Potenzkreises der 
Geraden FF^ und des Kreises M gefunden wird (§. 12.), bestimme 
den ersten Potenüort GGj des Punktes if, in welchem die übrigen 
Potenzkreise zusammenfallen (g. 12.), und des Potenzkreises 1, der 
mit AB beschrieben ist, ziehe aus dem Durchschnitt X von öG, 
mit MH einen Kreis durch H und suche zu diesem und dem Kreis 
M den ersten Potenzort, respective dessen Durchschnitt ü^ mit 
MS, der Aehnhchkeitsgeradeu. Die Tangenten üjT, und Ü^V 
von üi an den Kreis M bestimmen jetzt die Punkte T, und 2", 
deren Verbindungsgerade mit M auf GGj zwei Mittelpunkte m, und 
m' solcher Kreise geben, welche den Ki'eis M {von aussen) und 
die Gerade Ff, berülu'en und dm'ch den Punkt H gehen. 

Zieht man aus / den inneren Potenzki'eis mit IB, sucht zu 
ihm und dem Punkte H den zweiten Potenzort gj,, beschreibt 
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aus dessen Durchschnitt F mit MB einen Kreis mit ¥B, welcher 
den Potenzkieis / im Durchmesser schneidet, ermittelt zu ihm und 
dem Kreis 31 den ersten Potenzorl, respective dessen Durchschnitt 
V^ mit MH und zieht von ü^ an M die Tangenten U^T^ imd 
V^T", so bestimmen MTj und MT" auf gg^ die Mittelpunkte wij 
und Ml" von zwei Kreisen, vifelche den Kreis M (von innen) und 
die Gerade FF, berühren und durch H gehen, 

Bei solchen Aufgaben, welche unter den gegebenen Gebilden 
keinen Kreis zählen, werden gewisse ßestimmungsstücke der all- 
gemeinen Auflösung für die Construction unmöglich, weil gewisse 
Punkte oder Gerade dem Unendlichen anheimfallen; sie lassen sich 
aber dennoch nach den bisher aufgestellten Grundsätzen lösen, wie 
wir im Folgende« zeigen werden. 
Behandeln wir zuvörderst die 

Aufgabe. Einen Kreis su beschreiben, welcher zwei gegebene 
Gerade berührt und durch einen gegebenen Pwnkl gehl. 

Die gegebenen Geraden EE, und FF, in Fig. 29. mögen sich 
n JV schneiden imd H der gegebene Punkt sein. Der erste Po- 
tenzpunkt der drei Gebilde ist hiei- offenbar iV, da ß£, und FF^ 
die ersten Potenzörter darstellen (§.11.). Da femer die Aehiiiich- 
keitspunkte von H in Bezug auf jede der Geraden in H selbst lie- 
gen, die der Geraden unter einander aber im Unendhchen (§. 12.), 
so geht daraus Nichts über die Lage der Aehnlichkeitsgeraden in 
diesem Falle hervor. Denkt man sich aber um H einen Kreis mit 
beliebigem Radius beschrieben, fäüt von H auf EE, das JjOth He 
und auf FF^ das Loth Bf, von denen das erste den Kreis in i, 
das zweite in i, trifll, und verbindet t mit t, , so steht ii, eine 
Aehnüchkeitsgerade des Kreises H und der beiden gegebenen Ge- 
raden dar (§.12.); eine zweite aa^ läuft mit dieser parallel durch 
die anderen Durchschnitte der Lothe mit dem Kreise, Schneidet 
nun 11, die Gerade EE, in e, und FF^ in f^, so ist 
Z^eie, = C-Hii, und ^fif^ = ^Bi,i, sowie i-fln, = L.Eiii, 
mithin auch /-eie, = /-fif^. 

Weil aber die Winkel bei e und / rechte Winkel sind, so 
folgt weiter, dass man hat: 

£.ee,i = ^ffti, oder i-iVe,/", = ^Nf,e,. 
Daraus geht hervor, dass die Aehnüchkeitsgerade iij mit den ge- 
gebenen Geraden ein gleichschenkUges Dreieck bildet, was natürhch 
auch von aO( gelten muss. 
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Verkleinert man jel^.t den Radius des Kreises B, f 
die Aehnlichkeitsgeraden für jeden Werth des Radius die erwähnte 
Eigenschaft und nähern sicli dem Mittelpunkte und somit auch 
einander selbst um so mehr, je kleiner der Radius angenommen 
wird. Im Grenzfalle , in welchem der Kms in den Punkt ff ein- 
schrumpft, muss foiglicli die einzige Äehnlichkeitsgerade 
durch B gehen und mit den gegebenen Geraden ein 
gleichschenkliges Dreieck bedingen, das Dreieck flAl. 

Daher liegen die Mittelpunkte der Kreise, welche der Aufgabe 
genügen sollen, auf dem Leihe NK von iV auf Al\ dieses halbirt 
den von den gegebenen Geraden gebildeten Winkel E^F. Dass 
übrigens auf NK die Mittelpunkte aller Kreise sich belinden, welche 
jEB, und Jf, zugleich berühren, ist sehr bekannt und wu- haben 
die vorstehende Begrändung dieser Wahrheit nur deswegen aus- 
geführt, um sie in Zusammenhang mit unsei'en Betrachtimgen zu 
bringen. Könnten wir nun zwar auch die Polare von N in Bezug 
auf ti oder eine der Geraden vielleicht durch Grenzbetrachtungen 
ermitteln, so wurde doch das Ziehen von hegi'enzten Tangenten, 
welches die allgemeine Auflösung fordert, unmöglich werden und 
es tritt daher die Nothnendigkeit ein, einen anderen, freihch durch 
die froheren Entwickelungen ebenfalls bedingten, Weg einzuschlagen. 
Beschi'cibt man nämlich um einen beUebigen Punltt M auf 
HK mit dem Lothe MQ auf ££, einen Kreis, so berührt dieser die 
gegebenen Geraden, wie der gesuchte es ebenfalls soll; man hat 
also zwei Ki-eise , für welche BE^ und FF^ die äusseren gemein- 
schaftlichen Tangenten smd. Folglich stellt der Durchschnitt JV 
von £Ei und FF^ den äusseren Aehnlichkeilspunkt der beiden 
Kreise dar. Wenn man nun A'ff zieht und dies schneidet den 
Kreis M in A, so giebt Mh einen Radius, mit welchem im gesuch- 
ten Kreise durch H ein Radius parallel hindurchgehen muss; mit- 
hin liefert eine Parallele durch ff mit Mi in ihrem Durchschnitt m 
mit JV£ den Mittelpunkt des gesuchten Ki'eises ; sein Radius ist mH. 
Der zweite Durchschnitt des Hülfskreises M mit der Transversale 
IVH führt au einem zweiten Mittelpunkt, aus welchem sich eben- 
falls ein der Aufgabe genügender Ki'eis beschreiben lässt. 

Wenn die gegebeneu Geraden EE^ und FF^ parallel sind, so 
ändert sich dadurch nichts Wesentliches an der vorstehenden Eut- 
wickelung; man hat nur den Durchschnitt der Geraden im Unend- 
lichen befindlich zu denken. 
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Sind drei Gerade gegeben, die von einem Kreise berührt wer- 
den sollen, so wird der Mittelpunkt desselieii nach dem Vorigen 
leicht mittelst zweier von den drei Halbirungsgeraden bestimmt, 
welche die von den Geraden gebildeten Winkel haibiren. 
Wir stellen ferner unserer Eintheilung gemäss die 
Anfgabe. Einen Kreü tu hesrhreiben, welcher eine gegebene 
Gerade berührt und durch zwei gegebene Punkte geht. 

Hat man ausser der Geraden EE^ in Fig. 30. die beiden 
Punkte Ml und B,, so liegt der erste Potenzort der drei Gebilde 
in dem Durchschnitt P der auf der Verbindungsgeraden ff^ffi in 
ihrer Mitte K senkrecht eiTichteten Geraden mit EE^ (§. II,)- Die 
einzige Aehnlichkeitsgerade wird von ff^Hj selbst rejiräsentirt (§. 12.) ; 
mithin enthält PK die Mittelpunkte aller durch H, und ffj gehen- 
den Ki'eise (wie auch sonst bekannt), also auch die der gesuchten. 
Beschi'eibt man jetzt um K durch H^ und H, einen Kreis und 
legt an diesen vom Durchschnitt F zwischen H,ffj und EE^ eine 
Tangente FT, so hat man in dieser die Länge der Tangenten von 
F an den gesuchten Kreis gefunden. Es ist nändich, da der ge- 
suchte Kreis durch H^ und ff, gehen soll, wie dies der Kreis K 
ebenfalls thut, fftffi der erste Potenzort beider Kreise, die Tan- 
genten von jedem Punkte auf H^ff^ (verlängert) an die Kreise also 
gleich, z.B. die von F. Weil nun EE^ den gesuchten Kreis be- 
rühren soll, so muss FI', = Fl' die Länge der Tangente von F 
an den gesuchten Kreis sein. Errichtet man daher auf EE^ in Tj 
ein Loth, so bestunmt dies auf PK den Mittelpunkt m des gesuch- 
ten Kreises. Trägt man die Länge FT nacli der anderen Seite von 
P aus anf EE, ab , so gelangt man durch den Endpunkt dieses 
Stückes auf gleiche Weise, wie durch den Punkt I'i , zu dem Mit- 
telpunkt eines Kreises, der die Forderungen der Aufgabe gleichfalls 
erfüllt. 

Steht die Verbindungsgerade der gegebenen Punkte auf der 
gegebenen Goraden senkrecht , d. h. liegen die Mittelpunkte der- 
jenigen. Kreise , ans welchen wii' uns die gegebenen Gebilde ent- 
standen denken köimen, auf einer Geraden, so ändert dies nichts 
Wesentliches an obiger Gonstruction. 

Soli endlich ein Kreis durch drei Punkte gelegt werden, so 
findet man nach dem Vorigen den Mittelpuulit desselben leicht ver- 
möge des Durchschnittes der auf den Verbindungsgeraden der ge- 
gebenen Punkte in ihren Mitten errichteten Lothe. 
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Die sechs Kreise, von wulchen die acht Bevührungskreise 
dreier gegebenen quaternionsweise herührL werden. 

Die acht Berühr uiigskreise dreier gegebenen bilclen vier Paare, 
indem zwei solche, deren MitleJpunkte demselben Lothe vom ersten 
Potenzpunkle auf eine Aehniichkeitsgerade angehören, als ein Paar 
bildend angeHeheii werden können ; diese Paare sind also (Fig. 22.) : 
Erstes Paar: mt und «i'. 
Zweites ,, : m^ und m". 
Drittes „ : »Mj und m'". 
Viertes „ : m^ und m"". 
Man kann fenier Quaternionen aus den acht Berührungskrei- 
sen dergestalt foiiniren, dass jede Quaternion aus zweien der so 
eben aufgeführten Paare besteht; thiil man dies auf alle nur mög- 
liche verschiedene Ai'ten, so erhält man folgende sechs Quater- 
nionen : 

erste Quaternion: m„ m', n»,, m", 
zweite „ : nti, m\ wi^, m"', 
dritte „ 

vierte „ 

fttnfte 

sechste „ 

In §. 13. ist als Folgerung aus Lehi's. 31. die Behauptung 
ausgesprochen, dass die Kreise m( und wi', sowie m^ und m" den 
Potenzkreis i, der Kreise M^ und Mj entweder rechtwinklig oder 
im Durchmesser schneiden; dieser Kreis wird also umgekehrt jene 
Berührungskreise entweder rechtwinklig schneiden, oder selbst von 
ihnen im Durchmesser geschnitten. Mithin ist der Punlit Ä^ als 
der erste Potenzpunkt der Kreise wij, wi', mj, m" anzusehen (üm- 
kehrur^ von Lehrs. 17.). Die Verbuidungsgerade T^T ist ferner 
gemeinschaftUclie Sehne des Polltreises Üi und des Kreises M^, 
welche sich rechtwinklig schneiden; sie muss daher durch P, den 
Pol von 1(1', worauf ü^ liegt, hindurchgehen (Lehrs. 32.). Weil 
nun die Centrale in,m' ebenfalls den Punkt P enthält und die 
Kreise m, und m' in Ty und T von dem Kreise JHi ungleichailig 
berühi't werden, so ist P innerer Aehnlichkeitspunkt der Kreise wii 
und m' (Lehrs. 23.) ; durch ihn muss also eine innere Achnlichkeits- 
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gerade sowohl der drei Kreise mj, m', mj, als auch der iKreise 
nti, m', m" hindurchgehen. 

Fällt man jetzt auf die eben angedeutete Äehnlichlteitsgerade 
von iwi, m', nij ein Loth vom ersten Potenzpunkt d, , so enthält 
dasselbe Mittelpunkte von Berührungskreisen, welche nij und m' 
ungleichartig berühren Cvergl. §. 9.). Da aber M3 ein solcher Kreis 
ist, so muss man dadurch, dass man Ä, mit M^ verbindet und 
von P ein Loth auf Ä^M^ fällt, in diesem Lothe die besprochene 
Aehnlichkeitsgeradc linden, auf welcher aussertlem der innere Aehn- 
lichkeitspunkt von m^ und m, und der äussere von m' uiid m^ 
liegen werden; indem jene beiden Kreise ungleichartig, diese aber 
gleichartig von M3 berührt werden. Weil nun Ä^ auch erster Po- 
tenzpunkt der Kreise m^, m', m" ist, so muss dasselbe Loth von 
P auf Aj^Mj auch eine innere AehnUchkeitsgerade dieser drei Kreise 
sein und noch den äusseren Aehnlichkeitspunkt von m^ und m" 
und den inneren von m' und m" enthalten. 

Die Polare von Ä^ in Bezug auf den Kreis wij trifft die 
eben erwähnte AehnlichkeiLsgerade in einem Punkte, von dem aus 
eine Tangente an m^ einen Berührungspunkt geben muss , der mit 
m^ verbunden auf Ä^M^ den Punkt M^ bestimmen wird. Der Be- 
iTihrungspunkt der Tangente ist folglich der von den Kreisen m^ 
und Mi gebildete und die Polare wird daher die Aehiilichkeitsge- 
rade in demselben Punkte U treffen, wie die Tangente m diesem 
Berührungspunkt, so dass ü ohne die Polare nur vermöge der er- 
wähnten Tangente bestimmt werden kann. 

Zieht man von U an m^ die zweite Tangente ül, verbindet 
wij mit t und bringt m^t zum Durchschnitt mit i^ilfj in M^', so 
ist nach der ausgeführten Construction Mj' Mittelpmikt eines Krei- 
ses, der die drei Kreise m,, m', m^ beröhrt; weil aber diese Con- 
struction für die Kreise m,, m', m" unverändert bleibt, so berührt 
der Kreis Mj' die vier Berührungskreise m^, m', m.^, m" zu glei- 
cher Zeit. 

Der vorstehenden, die erste Quaternion von Berülmingski'eisen 
betreffenden, Betrachtung analoge finden Anwendung auch auf jede 
der übrigen Quaternionen und liefern noch fünf neue Mittelpunkte 
von Kreisen, von welchen die Berührungskreise quateniionsweise 
berührt werden. Für die zweite Quaternion orgiebt sicli ein Mit- 
telpunkt M^' auf der durch il^ ^^^ ^a gehenden Geraden; für die 



y Google 



dritte ein solcher M-i' auf Ä^M^, für die vierte M^" auf /jMj^, für 
die fünfte M^" auf I^M^ und für die sechs!« M^" auf I^M^. Also : 
üehrsats 35. Die drei gegebene Kreise ierührenden acht 
Kreise haben eine solche tage, dass sechs andere tich beschreiben 
lassen, welche je vier von den Bs}-ühr»ngskreisen zugleich berühren. 
lieber die bezeichneten sechs Kreise woiieu wu" noch einige 
Bemerkungen hinzufügen. Die Kreise mit den Mittelpunkten Mi', 
jtfj', M,' werden von iHj und m' gleichzeitig berührt und zwai- das 
Paar M^', M^ gleichartig, die beiden anderen Paare ungleichartig; 
aus der Constniction in §. 10, folgert man deswegen sofort, dass 
die Centrale iti,m' durch den ersten Potenzpunkt der drei berühr- 
ten Kreise gehen und auf einer von ihren inneren Äehnlichkeits- 
geraden senkrecht stehen muss. Weit wir aber wissen, dass m^m' 
ein Loth auf A^A^A^ ist, so liegt also oiuht nur der erste Polenz- 
punkt von M^', M>^', Mg' auf m^^m', sondern diejenige ihrer inneren 
ÄehnlicUk ei ts geraden , auf welcher der äussere Äehnlichkeitspunkt 
von M^' und M^' sich befindet, muss auch mit A^A^A^ entweder 
zusammenfallen oder parallel sein. 

Bei der Untersuchung dieses Pai'agraphen ist gezeigt worden, 
dass A^ ein Punkt des ersten Potenzortes der Kreise m^ und m' 
ist; dies gilt auf gleiche Weise von A^ und ij, woraus sich er- 
giebt, dass A^A^A^ der erste Potenzort der Kreise m, und m' sein 
muss. Auf diesem müssen sich die gemeinschaftliche Tangente 
zwischen M,' und m^ und die zwischen M^' und m' begegnen, der 
Schnittpunkt aber muss zugleich auf der Polare des ersten Potenz- 
punktes der Kreise M^, M^', M^' in Bezug auf M,' liegen. Deshalb 
geht die Berührungs sehne der eben erwähnten gemeinschaftlichen 
Tangenten durch diesen ersten Potenzpunkt als den Pol der Polare, 
andrerseits aber trifft diese, da in ihren Endpunkten die Kreise m^ 
imd m' ungleichartig berührt werden, den inneren Äehnlichkeitspunkt 
der letzteren Kreise, als welchen wir bereits P kennen gelernt ha- 
ben. Hieraus ergebt sich, dass P der erste Potenzpunkt luid A^A^A^ 
eine von den inneren AehnUchkeitsgeraden derjenigen Temion von 
Kreisen ist, welche von M,', iH,', JM^' gebildet wird. Das Merkmal 
dieser Temion besteht darin, dass die Kreise derselben zugleich 
von den Kreisen wij und m' berührt werden; solcher Ternionen, 
deren Kreise von zweien der acht Bemhrung skr eise zugleich be- 
rührt werden, kann man folgende vier bilden: 
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erste Ternion: My, M^, M^, berührt von m^ imd m', 
zweite „ : Jtfg', JH"i", M,", „ „ m^ und m", 
dritte ,, ; M^, M^", M^", „ „ m, und m'", 
vierte „ : M,', Af^", Jtfj", „ „ «i, und m"". 
Jede dieser Ternionen hat P zum ersten Poteiizpunkt und 
eine der Äehnlichkeitsgeraden der gegebenen Kreise M^, M^, M, zu 
einer ilirer Äehnlichkeitsgeraden, nämlich die erste Ternion A^A^A^ 
zu derjenigen inneren, auf welcher der äussere Aehnlichkeitspunkt 
von St^' und Mj,' liegt, die zweite A^Ittj zur äusseren, die dritte 
jij/j/, zu derjenigen inneren, auf welcher der äussere Aehnlicli- 
keitspunkt von Mi" und Afj" liegt, und die vierte A^I^Ij^ zu der- 
jenigen inneren, auf welcher der äussere Aehnlichkeitspunkt von 
J/j" und iHj" liegt. 

Die Mittelpunkte der die Berührungskreise benihrenden Kreise 
bestimmen mit den Mittelpunkten der gegebenen vier Ternionen 
von Verbindungsgeraden, nämlich: 

erste Ternion; M,Mi', M^M^', Mg^a", 
zweite „ : «iM,', M^Wt", M^Mi', 
dritte „ : Jtf,JJf,", Mj,Mi'\ M^Ms", 
vierte „ : M,SI,", M^Mj,', MiM^'. 
Die Geraden jeder Ternion begegnen sich in einem und dem- 
selben Punkte (Lehrs.2eo. 
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Im Verlage von II. W. Sclimidt ist erscliieiien: 

Die Kialilentlieorie 

Dr. Herrn. Schwarz. 

29 Bogen, gr, 8. 2^3 Tlilr. 



Die Principieu 

der 

höheren Aualysis 

in ihrer Entwiokelung 
von lieiliniK Ms auf Iiagrange, 

ein historiscli - liiilischei' Beitrag 

3ur iQ i^ ^i^it Der Jltfltl)tinfltilt 

dargestellt 



Dr. Hermann 

Mit 3 Figuren - Tafeln, 
gr. 8. 1856. IV2 Tlilr. 



Die Auflösung 

der 

diophiuitischen Gleichnngen ersten Grades 

für 
höhere Lehranstalten. 

Von 

W. Berkhan^ 

Obfrlelirei' ifi' Malhemalik und Natnnvissenscliafleji iim Hwzogliclien Gymnasio 
?.a Blanken bürg. 

18Ö5. 8. 1 Thlr. 5 Sgr. 

(Die Aiiflösungen des zweiten Grades ersdiemert nächsUns.) 
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